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1 Integrititsbereiche

1.1 Gruppen
Definitionen
e G Gruppe &
— - Verkniipfung, a-b € GVa,be G
a-(b-c)=(a-b)-c Vabec €qG
—3J1€ G:1-a=a Yaé€ G (neutrales Element)

—Vae GJa! €G:a'-a=1 (Inverse)
e (@ abelsche Gruppe < G Gruppe,a-b=b-a Va be G

e U Untergruppe von G < U C G, U Gruppe (U < G)

G Gruppe, M\NCG: M-N={m-n:mé&€ M,ne€ N}
e U Untergruppe von G

— Linksnebenklasse von U: gU = {g-u:u € U}
— Rechtsnebenklasse von U: Ug={u-g:u €U}

N Normalteiler von G (N <G) < gN =NgVgeG
e Faktorgruppe von G nach N & N<G,G/N ={gN :g € G}

Index von U [G : U] : Anzahl der Linksnebenklassen von U
e Erzeugnis von ¢g: < g >={¢* :a € Z}

e Erzeugnis von M C G: < M >= ﬂU<G,MCU U
M= {gly"ags} =< M >=< 9154595 >

e Ordnung von g € G :

—dn eN:¢g"=1,g"#1VN>3m<n=O0rd(g)=n
—AneN:g"=1= Ord(g) = o0

G zyklische Gruppe & Jg€ G:G =< g > (g Erzeuger von G)

e 4 : G —» H Gruppenhomomorphismus < G,H Gruppen, ¢(g; - g2)
#(92) Vg1,9: € G
— ¢ inj., surj., bij.: Mono-, Epi-, Isomorphismus
— G = H: Endomorphismus, surj.: Automorphismus
— Kern(¢) = {g € G: 4(g) =1}, Bild(¢) = {¢(9) : g € G}

d’(gl) :
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Sitze
e Untergruppenkriterium: U Untergruppe von G &
-1leG
-abeU= a-belU
—aeU= a'telU
e U Untergruppe von G, g,h € G :
—-gU=hU&h' geU&gechU
gUNhU=0&h't-ggUsgghU
—Ug=Uh<g-hleUsgelUh
~UgnNUh=0&g-h1¢UsggUh

Die versch. Linksnebenklassen von U bilden eine Partition von G.
e |G| < 00,U Untergruppe von G = |U| = |gU| Vg € G,3! % Linksnebenklassen
e Satz von Lagrange: U Untergruppe von G, |G| < oo = |U| | |G]
e Ord(g)=n<oo=<g>=1{l,g,.,4" '}
e Ord(g)=c0=g*"#¢"Va,bN, a#b
e G zyklisch = G abelsch
e NJG, gh € G= (gN)-(hN)=(g-h)N
e ¢:G—H

S o()=1,0(g7") =¢l9) ' Vged
— Kern(¢) <G, Bild(¢) < H
— ¢ injektiv & Kern(¢) = {1}

e Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z

e Jede endliche Gruppe mit n Elementen ist isomorph zu Z/nZ

e Homomorphiesatz fiir Gruppen: G, H Gruppen, ¢ : G — H Homomorphismus =
¢ : G/Kern(¢) — Bild(¢), gKern(¢) — ¢(g) Isomorphismus, G/Kern(¢) = Bild(¢)

1.2 Ringe und Ideale
Definitionen
e R Ring mit Verkniipfungen +,- &
— (R, +) ablesche Gruppe
—(a-b)-c=a-(b-c)Va,bceR
—(@a+b)-c=a-c+b ca-(b=c)=a b+a-cVabceR
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R kommutativer Ring & a-b=b-aVabeR

R Ring mit Eins & J1€R:1-r=rVre R

S Unterring von R < S C R, S Ring bzgl. +,-
IIdealvon R & (I,+) < (R,+), r-4,i-r€I Vi el,r€R
Hauptideal: R komm. Ring, a € R:aR={a-r:7 € R}

¢ : R — S Ringhomomorphismus < R, S Ringe, ¢(r1 + ra) = ¢(r1 + ¢(r2), ¢(r1 -
TQ) = d)(Tl) ' (ZS(TQ) v T1,T2 € R

— ¢ inj., surj., bij.: Mono-, Epi-, Isomorphismus

— Kern(¢) = {r € R: ¢(r) =0}, Bild(¢) = {¢(r) : r € R}
Summe von M; C R, i=1,.,s: My +..+ M;={my + ..+ ms:m; € M;}
Produkt von den Idealen I, J von R: I-J ={>";_  a;-b:a; €I, b€ J}

Erzeugnis von M C R : < M >= U 14001 von rucs I (eindeutig bestimmtes, kleinstes
Ideal von R, das M enthilt) -

Sitze

1.3

0 # S C R Unterring < 7—s,7r-s €S Vr,s€S

0#AICRIdeal & i—j,i-r,r-i €I Vi,j€l, T€R

¢ : R — S Ringhomomorphismus = Kern(¢) Ideal von R, Bild($) Unterring von S
I, .., I, Ideale = ;| I, Ideal

I;Vje Jldeal = J. ;I Ideal

jed

1,J Ideale = I-J CInN.J Ideal

M,NCR
—<MUN>=<M>U<N >
- <MNN>Z<M>N<N >
- MCN=<M>C<N >
ay, ..,as € R komm. Ring mit Eins = < a1,..,a5s >= a1 R+ .. + a,R

Faktorringe
I'ldealvon R: (r+1I)-(s+1)=(r-s)+1 (wohldefiniert)
v natiirlicher Epimorphismus von R auf R/I: I Ideal von R,v: R — R/I,r— r+1

Homomorphiesatz fiir Ringe: ¢ : R — S Ringhomomorphismus, I = K ern(¢p) =
R/I = Bild(¢), ¢: R/I — Bild(¢),r + I — ¢(r) Isomorphismus
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1.4 Integrititsbereiche
Definitionen
e R kommutativer Ring mit Eins, r,s,e € R :

— r Teiler von s <& s Vielfaches vonr < Jt€e R: s=r-t& ris
e Einheit von R & e‘l

— r,s assoziiert & - Einheite: r=s-e& r~s

r echter Teiler von s & r‘s, r o s,r keine Einheit
R nullteilerfrei< Z0#ac R:30#b€ R, a-b=0

o R Integritdtsbereich & R kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins
o R Integrititsbereich, 0 # p keine Einheit
— p unzerlegbar & [p=r-s =7 oder s Einheit|
— p Primelement & [p|(r -8) = p‘r oder p|s]
e R ZPE-Ring < R Int.bereich, jedes r # 0 lisst sich eindeutig als Produkt von einer

Einheit und Primelementen schreiben
—dggTvonry,.,m € R& d‘n— Y i, [t‘n Vi= t|d]
- vkgVvonry,.,m € R& T,-‘U Y i, [r,-‘f) Vi= v‘ﬁ]

Sitze
e R komm. Ring mit Eins, r,s,t € R
— tir,r|s = t‘s
—tr=t|(r-s)VseRr
— t|r,t]s = t|(r+s)
— e1, ez Einheiten = e; - e; Einheit (= Einheitengruppe)
— ¢ Einheit = e|rVr € R

- r~3:>r|s,s‘r

— ~ ist Aquivalenzrelation
e R Integritédtsbereich

— 0#r=1t-s:techter Teiler von r < ¢, s keine Einheiten

—r~s& r‘s,s‘r

Jedes Primelement ist unzerlegbar

p Primelement, p‘(sl CetSp) = p‘si fiir min. ein ¢ € {1,..,n}
— e, f Einheiten, py, .., pr, 1, .-, ¢s Primelemente, e [T7_; pi = f - [Ti-; & =
r=3s, pi ~ ¢t =1,..,r bei geeigneter Numerierung

e R 7ZPE-Ring: p unzerlegbar < p Primelement
e R ZPE-Ring, r1,..,7n,7 € R, 7; teilerfremd zu r; V 7 # j, r,-‘r Vi= I, ‘r
e R ZPE-Ring = I ggT und kgV von ry,..,7, € R



Sara Adams Zusammenfassung zu Algebra A - WS 2003/04 7

1.5 Hauptidealringe und euklidische Ringe
Definitionen
e R Hauptidealring < R Int.bereich, [I Ideal von R= Ja € R: I =aR)]

e ¢: R\{0} —» Ny Gradfunktion von R< [a,b€ R, b#0= a=b-t+r, r =0 oder
é(r) < ¢(b)] Division mit Rest

e R euklidischer Ring < = ¢ Gradfunktion

Sitze
e R Integritdtsbereich: R/pR nullteilerfrei < p Primelement

e R HIR, 0 # p € R keine Einheit.
p Primelement < p unzerlegbar & pR maximales [deal <
R/pR Kérper < R/pR nullteilerfrei < p Primelement

e R euklidischer Ring = R HIR = R ZPE-Ring

R HIR: d ggT von 7y, ..,r, € R\{0} & sum?_,r; = dR

e Euklidischer Algorithmus: Verfahren um zu a,b € R eukl. Ring, d ggT von a,b, z,y
zu finden, so dass gilt: a-z+b-y=4d
Beispiel: a = 1694, b = 490

1694 = 3-490+ 224 490 = 2224442
224 = 5-42+414 42 = 3-1440
= geT von a,b: 14
14 = 1-224-5-42 = 1-224-5-(490 — 2-224)

= 11-224-5-490
= 11-1694 — 38-490

11 (1694 — 3 - 490) — 5 - 490

1.6 Quotientenkdrper

e R Integrititsbereich, ~: R >< (R\{O}) (a,b) ~ (¢,d) & a-d =b-c Aquivalenzrelation,
Aquivalenzklassen: (a,b) =

. Quotlentenkorper Q( ): Menge aller Aquivalenzklassen mit den Verkniipfungen:

44 ¢ = awdibe §.L=102 (wohldefiniert)

e Q(R) ist der kleinste Korper, der R enthilt.

1.7 Polynomringe

Definitionen
e Yai-+ Y biat =3 (a4 b) x
o Yaiat bt =3, 4 b 2t
e Y= b e a=0biVi

Sara Adams Zusammenfassung zu Algebra A - WS 2003/04 8

e Polynomring in n Variablen: R[z1, .., 2n| = (R[21, .., Zp_1])[2n]
e Korper der rationalen Funktionen: Quotientenkérper R(z) von R|z]

e ¢: R — S Ringisomorphismus = R[z] = S[z], ¢ : R[z] = S[z], Y ri -2t = 3 ¢(rs) - 2
Isomorphismus (kanonische Fortsetzung von ¢)

e 0 # f € R[z] primitiv & R ZPE-Ring, die Koeffizienten von f haben nur Einheiten
als gemeinsame Teiler

e f € R|z] irreduzibel < f unzerlegbar
o f=Xa-ag€Ra]: flg)=Xag
e ¢ € R C R[z] Nullstelle von f € R[z] & f(c) =

Sétze

e f,g € R[z], R Integrititsbereich
— Grad(f - g) = Grad(f) + Grad(g)
— Grad(f + g) < maz(Grad(f), Grad(g))
— Grad(r - f) = Grad(f) ¥V r € R\{0}

e R Integritéitsbereich = R[z] Integritéitsbereich

e R ZPERing = Rlz] ZPE-Ring

e R Integritdtsbereich

— p Primelement von R = p Primelement von R|z]|
— e Einheit von R < e Einheit von R[z]
— K=R(z),f€K[z]= Ire€R: r- f € R[]
e R ZPE-Ring, @ = Q(R), f,g € Rz]
— f, ¢ primitiv = f . g primitiv
— f unzerlegbar in R[z] = f unzerlegbar in Q[z]
— f primitiv, f‘g in Q[z] = f‘g in R[z]

e Eisensteinkriterium: R Integritétsbereich, 0 # f = Y7 a;-@' € R[z], n > 1 primitiv
p € R Primelement, pla;,i =0,..,n— 1, p? Jag = f irreduzibel

e R Integrititsbereich, g € R[z]: ¢; R[z] — R[z], f — f(g) Ringhomomorphismus
Grad(g) > 1 = ¢ injektiv (Einsetzhomomorphismus)

e R Integritiitsbereich, f € Rz], c€ R: f(c) =0 (z—0)|f

e R Integritédtsbereich, 0 # f € R[z] = f besitzt max. Grad(f) verschiedene Nullstellen
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2 Galoistheorie

2.1 Grundlagen

e K,L Korper, ¢ : K — L,¢ # 0 ein Ringhomomorphismus. = ¢ injektiv (Kérpermo-

nomorphismus von K nach L)

e Die Menge Aut(K) aller Kérperautomorphismen ist eine Gruppe bzgl. Hinereinander-

ausfithrung von Abbildungen.

e K C L Unterkorper vom Koérper L
& [0,1€K,abeK=a+ba-beK, —aa €K]
& [0,1€K, abeK,b#£0=a—b, ab! € K|

o Korpererweiterung L : K < K Unterkorper von L < L Oberkérper von K.

e 7 Zwischenkdrper von L : K < Z Unterkorper von L, Oberkorper von K

e K, C K alle Unterkérper von K = (| K, kleinster Unterkorper von K (Primkérper)

2.2 Die Charakteristik eines Korpers
Definitionen

e K Korper, Einselement 1x

- ’I'L'].K:Z:-L:I].K, (—n)-lK:—(n~1K), O'IKZOK
7:>(a+b)-1K:a-lK+b~1K, (a-b)-lK:(a-lK)-(b-lK)
—n k=YY" kVkeK

e Charakteristik Char(K) vom Korper K

— Char(K)=neN&n-1g=0g, m-1g #0g Vm <n
— Char(K)=0&n-1g #0VneN

e K Karper, Char(K)=p > 0= F: K — K, F'(k) = k? Frobeniusabbildung
Sitze

e K Korper, Char(K) = 0 = Primkorper von K = Q

e K Korper mit Char(K)=p >0

— p ist Primzahl
-VabeZ a lxk=b-1x < p|(b—a)
— P={n-1x:n=0,.,p— 1} Primkérper von K =7,

e K Korper, Char(K) = p > 0 = Frobeniusabb. Kérpermonomorphismus

e K Korper, |K| < oo = Char(K) # 0, Frobeniusabb. Kérperautomorphismus
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2.3 Korpererweiterungen

Definitionen

10

e L : K Korpererweiterung, L Vektorraum iiber K = dim(L) = [L : K| Grad der

Korpererweiterung

e [ : K Korpererweiterung,

MCL=KM)= N Z
Z Unterk.von Ly M, KCZ

kleinster Zwischenkérper von L : K, der M enthilt (K adjungiert M)

Sitze

e Gradsatz L : F, F': K endliche Kérpererweiterungen = [L: K| =[L: F]-[F : K]

e L : K Korpererweiterung, M, N C L

- M CN= K(M)CK(N)
- Z=K(M)=Z(N)=K(MUN)

e f € K[z] irreduzibel, n = Grad(f),I = fK|z]

— L = K]Jz]/I ist Kérper
- VieL3lgeK|z],Grad(g) <n :g+I1=1
- K'={k+1:k€K}=K,[L:K']|=n

2.4 Algebraische und Transzendente Erweiterungen
Definitionen

e L:K einfach & Jae L: L= K(a)

o K Korper, L Erweiterungskorper von K, a € L

— a algebraisch iiber K & 3f € K|z]: f(a) =0, #0
— a transzendent iiber K & [f € K[z]: f(a) = 0= f =0]

: K algebraisch < [a € L = a algebraisch iiber K]
. K transzendent < Ja € L : a transzendent iiber K

: K reintranszendent < [a € L\K = a transzendent iiber K

SRS

von L

: K Korpererweiterung, a € L = Kla] = {f(a) : f € K[z]} C K(a) C L Unterring

e f Minimalpolynom von a € L & f € K[z| normiert, f(a) = 0, g(a) # 0Vg €

K|z],Grad(g) < Grad(f)
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Sétze
e a € L algebraisch iiber K, f Minimalpolynom von a
— I={g€ K|z]: g(a) = 0} Ideal von K|z]|
- I=fKlz], VgeK]: gla)=0% flg
~ K(a) = Kld], K(a) = K[z]/I
¢ : K(z]|/I = K(a),$(g + I) = g(a) ist Korperisomorphismus
— n=Grad(f) = [K(a) : K] =n, {1,a,ad%..,a" '} ist eine K-Basis von K (a) iiber
K

e L : K Korpererweiterung, a € L transzendent iiber K

- Klz] = K[a]
- K(a) = Q(K[a])
- K(a) = K(z),v: K(z) = K(a), v(£) = % ist Isomorphismus

e L: K Korpererw.: a € L algebraisch iiber K < [K(a) : K] < o0
e L: K Korpererw., ay, .., as € L algebraisch iiber K = [K(a1,..,a,) : K] < 00
e L : K Korpererw., F' Zw.korper: L : K algebraisch < L : F, F': K algebraisch
e a transzendent iiber K = K (a) : K rein transzendente Erweiterung
e K(a) : K, K(d') : K einfache alg. Erweiterungen, f, = fy = 3 ! Isomorphismus
¢:K(a) > K(a'),p(k) =kVEkeK,¢)=d
2.5 Zerfillungskorper
Definitionen
e K Korper, f;,i € I € K[z] L Erweiterungskorper von K Zerfillungskérper &

— fi zerféllt in L[z| in Linearfaktoren Vi € I
—M={a€eL: fi(a)=0,i€l}=L=K(M)
e Klz]> f=a-(x—c1)-..-(x—¢,), a,¢; € K, ¢ = ¢ fiir genau i versch. j = c i-fache
Nullstelle von f (i=1 einfache NS, i>1 mehrfache NS)

e Galoisgruppe G(L: K) = {¢ € Aut(L) : ¢(k) = kVk € K}

Sitze

e f € K[z|, Grad(f) > 1 = 3 Erweiterungskérper L von K : [L: K| < Grad(f), Ja €
L: f(a)=0

e f e K[z|,Grad(f) =n>0= 3 ZFK L von f iiber K, [L: K] < n!
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e ¢ : Ky = K, Kérperisomorphismus, 0 # f, € Ki[z], é(f1) = fa, Li ZFK von f; iiber
K; = d Isomorphismus ¢ von Ly auf Ly, (k) = ¢(k) Vk € Ky; d max. [Ly : K]
versch. ¢, Gleichheit, wenn kein irred. Faktor on f; eine mehrfache NS besitzt.

e K Korper, f € K[z] = bis auf Isomorphie 3! ZFK L von f iiber K

e |G(L : K)| < [L : K], Gleichheit, wenn die irred. ¢ € K|z] nur einfache Nullstellen
besitzen.

e L ZFK von f € Kla] iiber K, Z Zw korper von L : K, ¢: Z — L, ¢(k) =k Vk € K
Kérpermonomorphismus = 3¢ € Aut(L) : ¢(z) = ¢(z) Vz € Z
2.6 Mehrfache Nullstellen
Definitionen
e Ableitung von K(z| > f=) 1 a;-2": f'= 1 i a;-2"! € K|z
e irred. f € K[z] separabel < f besitzt keine mehrfachen Nullstellen
e 0+# f € K|z] separabel < irred. Faktoren von f sind separabel
e L : K Korpererw.: a € L separabel iiber K < 3 f € K|z] separabel: f(a) =0
e Korpererw. L : K separabel < [a € L = a separabel iiber K]

e Kérper K vollkommen/perfekt < [[L : K] algebraisch = L : K separabel]

Sétze
e keK, fge Klz]= (kf) =kf', (f+9)=F+9, (f9) =F9+[d
e f € K[z|: a € L mehrfache Nullstelle von f < f'(a) =0
e K[z] 3 f # 0 besitzt keine mehrfachen NS im ZFK < f, f' teilerfremd
e a € L separabel & a algebraisch iiber K, Min.polynom f € K[z]| von a separabel

e L: K separabel & L : K algebraisch, [f € K|z] irred.,, 3a € L: f(a) =0 = f hat nur
einfache Nullstellen]

o [ : K Kérpererw., Z Zw.korper: L : K separabel & L : Z, Z : K separabel
e Char(K) =0 = K vollkommen
e Char(K)=p > 0: K vollkommen < Frobeniusabb. F'(¢) = ¢* von K ist surjektiv

e Jeder endliche Korper ist vollkommen.

2.7 Normale Erweiterungen
Definitionen

e Korpererw. L : K normal & L : K algebraisch, [f € K[z] irred.,, 3a € L : f(a) =
0 = f zerfillt in L in Lin.faktoren|
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Sitze
e L: K endlich: L : K normal & L ZFK von f € K[z] iiber K
e L: K Korpererw.,, M CL, L=K(M)=VIleL3INCM,|N|<oo:l€K(N)
e L : K algebraisch: L : K normal < L ZFK iiber K von Polynomen f;,i € 1
e [ : K normal, Z Zwischenkorper

— L : Z normal

—[L:K]<oo=[Z:K normal & g(Z)=ZV g€ G(L: K)]
e [L: K] < oo = 3 Korpererw. M : L mit:

1. M : K normal und endlich

2. Z ZwXkorper von M : L, Z # M = Z : K nicht normal

3. M': L Korpererw. mit den Eigenschaften 1.,2. = 3 ¢: M — M’ Isomorphismus,
o(l)=IVIleL

M heiit normaler Abschluss von L : K

2.8 Galoiserweiterungen und Galoiskorrespondenz
Definitionen
e L Korper, G < Aut(L) = Fiz(G) ={l € L: g(I) =1V g € G} Fixkdrper von G
e L : K Galoiserweiterung < L : K normal und separabel
e A Menge, G symm. Gruppe aller Permutationen von 4 : U < G transitiv < [a,d’ €
A= JueU:u(a)=2d] = |U|>|A
Sétze
e Lemma von Artin: L Korper, G < Aut(L), |G| < o0, K = Fiz(G) = [L: K] < |G|
(es gilt sogar Gleichheit)
e G < Aut(L), |G| < o0, K = Fiz(Q), ly,...ls € L, {g(l1),..,9(ls)} = {l, .., l,} Vg€
G= f=1l_,(z—-L) € Kz
e Fiir eine Kérpererw. L : K sind dquivalent:
- K = Fiz(G), G < Aut(L), |G| < o0
— L : K endlich, separabel, normal
— L ZFK von einem separablen f € K|z]
- [L:K]=|G(L:K)| <
—|G(L: K)| < 00, K = Fiz(G(L : K))
o L Karper, G < Aut(L), |G| < oo = L : K endliche Galoiserweiterung, G = G(L : K)
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e [L:K|<oo=|G(L:K)|<I[L:K]|
e [L:K|<oo=[|G(L:K)|=[L:K]& L:K Galoiserweiterung|
e L: K Korpererw., Z Zw korper, g€ G(L: K), Z'=g(Z) =g -G(L: Z)-g ' =G(L:
z"
e Hauptsatz der Galoistheorie: L : K Kérpererw., [L : K| < co,M = {U < G(L :
K)}, Z = {Z Zw.Xkorper von L : K}
1. M = Z,U v Fiz(U) bijektiv
2. Z—-5 M,Z — G(L: Z) bijektiv
3. Z=FigU) e U=G(L:Z)
4. 1. und 2. sind invers zueinander
5. Z Zw.Xkorper = L : Z Galoiserweiterung
6

. Z Zwkorper: Z : K Galoiserweiterung < G(L : Z) < G(L : K) = G(Z :
K)ZG(L:K)/G(L: Z)

e L ZFK von f € K[z] iiber K,r Anzahl der versch. NS von f in L:

— G(L: K) isomorph zu einer UG von S,, |G(L : K)| ‘ 7!
— firred. = G(L : K) isomorph zu einer trans. UG von S,, |G(L: K)| > r

2.9 Der algebraische Abschluss
Definitionen

o Korper L algebraisch abgeschlossen < A alg. Erweiterung # L < jedes Polynom
f € L[z| zerféllt in L in Lin.faktoren

e [ : K Korpererw.: L algebraischer Abschluss von K < L : K algebraisch, L alge-
braisch abgeschlossen
Sitze
e Jeder Korper besitzt einen eindeutig bestimmten algebraischen Abschluss

e K Korper, f; € K[z],i € I = 3! ZFK der f; iiber K
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Gruppen

Permutationsdarstellung von Gruppen

‘In diesem Abschnitt werden Abb. von links nach rechts abgearbeitet: (fg)(z) = g(f(z)) |

Definitionen

Schreibweise xf = f(z), 219 = (2f)9

Operation bzw. Permutationsdarstellung von der Gruppe G auf eine Menge X:
Homomorphismus 7’ von G in die symm. Gruppe Sx von X

Operation 7' treu < 7' injektiv und transitiv (z,y € X = I g€ G : 270 =y)

Operation auf der alg. Struktur X: T Operation von G auf X, X hat alg. Struktur,
T(g), g € G Automorphismus von X

G Gruppe, X = G : 29 = g 'zg Operation auf sich selbst durch Konjugation
G operiert auf X: Aquivalenzrelation z ~y < Jge G:y =19
Aquivalenzklassen: Bahnen von G auf X
—29=B,={29:9€G} C X Bahnzuz € X
— |2%| = |B,| = Lénge der Bahn zu z € X
— G, ={g € G: 129 =2z} = Stabilisator von z € X in G
Fizg(X)={z € X : 29 = 2V g € G} Menge aller Fixpunkte von G (= |B,| = 1)
Spezialfall Konjugation:
— Bahnen: Konjungiertenklassen von G
— z,y € G konjugiert &y B, & dgeG:y=2af
Zentrum von G : Z(G) = Fizg(X) ={z € G : zg = gz}
Zentralisator von z € G : Cg(z) =G, ={g € G : g = gz}

G p-Gruppe & p Primzahl, |G| = p™,m € N

Sitze

7 Operation von G auf X, 270 =29 & 2! =1Vz € X,20" = (29" Vg, h € G
G operiert auf X

—rzeX=>G<G

— B Bahn, z € B = G,g — z¢ wohldef. Bijektion der Menge der Nebenklassen von
G, auf B

— X endlich = |B,| =[G : G,]
— G endlich, transitiv = [G: G| = |X|Vz € X
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Bahnengleichung: |G|, |X| < oo, By, .., B die versch. Bahnen mit |B;| > 2,z; € B; =
1X| = |Fiza(X)] + 327G : Gu)]

Klassengleichung: |G| < oo, Ki, ..., K, die versch. Konjugiertenklassen mit |K;| >

G p-Gruppe = Z(G) # {1}, insb. |Z(G)| =p*, k€ N

Die Sylow-Sitze

Definitionen

|G| =p™ - q < oo,p Primzahl, p fg = S < G,|S| = p" p-Sylowgruppe von g
|G| = p"™ - ¢ < co,p Primzahl, ¢ € N,p fg= Syl,(G) ={S <G :|S|=p"}

U<GgeG=Ut={uw:uecU}=1{g'ug:ue€ U} zuU konjugierte Unter-
gruppen (z — z¢ Automorphismus von G, |U?| = |U|)

U < G = Normalisator von Uin G: Ng(U)={geG:U9=U}={geG:gU =
Ug}

Satze

3.3

|G| =p™-q<oo,pPrimzahl, g e N;p fg, 1 <m<n= IU<LG:|Ul=p™
Erster Sylow-Satz: |G| < co = Vp Primzahl, p‘ |G| 3 S < G p-Sylowgruppe

|G| < oo,p| |G| Primzahl, P p-Sylowgruppe von G, U p-Untergruppe von G(|U| € pV) =
dgeG:UICP

Zweiter Sylow-Satz: |G| < oo,p||G| Primzahl , P, P' € Syl,(G) = g€ G:PI=F'
|G| < 00, P € Syly(G) = [G : Na(P)] = [Syly(G)|

|G| < 00, P € Syly(G),9 € G,P? = P,Ord(g) =p* ke N=>geP

Dritter Sylow-Satz: |G| < oo, p||G| Primzahl = p|(|Syl,(G)| — 1)

1Sylp(G)| = 1 ¢ Syly(G) ={P} & G = Ng(P) & Syl,(G) > PG

Auflésbare Gruppen

Definitionen

g, h € G vertauschen < gh = hg
Kommutator von g,h € G : [g,h] = g 'h lgh
Kommutatorgruppe G' =< [g,h]: g,h € G >
GO = G, G = (Giy

G auflésbar & IneN: G =1
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Sitze
e ghe€G:gh=hg&[g,h]=1
e G' =14 @ abelsch
e G'<@G

N <G :G/N abelsch & G' C N
e USG=UMCGY, NG = (G/N)® =GIN/N

G auflosbar = U < @ auflosbar

G auflosbar & N < G, G/N, N auflésbar

|G| < 00,G # {1} abelsch = I N <G : G/N zyklische Gruppe von Primzahlordnung

|G| < 0o = Es sind dquivalent:

— @G auflésbar
—dG=NyDND..DNy=1, N; <G, N;<N;_1, Nz'—l/Ni abelsch
—3dG@=NyDN; D..DN,=1, N;<N;_1, N;_1/N; zyklisch von Primzahlordnung

o A, ={m €S, :sgn(r) =1}

-n>3=5,=A4,
— n >4 = A, nicht abelsch
— n>5= A, einfach, A] = A,, A,, S, nicht auflésbar

4 Anwendungen der Galoistheorie

4.1 Endliche Korper

Definitionen

e «a primitives Element von K & |K| = ¢ < 00,a € K* = K\{0},K* = {a! : i =
0,1,--,(]_2}

e « primitives Element von L : K & L = K(a)

Sétze
e |K| < o0,P=Char(K)= |K|=p"neN

e p Primzahl, n € N = J!K : |K| = p" bis auf Isomorphie, K ZFK von 2") — z iiber
Z,

e |L| = p" < oo,p = Char(L)¢ : L — L,l — [P Frobeniusautomorphismus von L =
Aut(L) zyklische Gruppe der Ordnung n, Aut(L) = {1,9,..,¢" '}

e L: K Korpererw., |L| =p", |K| = p™,Char(K) =p
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— mln,[L: K] =T

L : K galoissch

G(L : K) zyklisch von der Ordnung *
G(L: K)=<g¢™>, ¢m(l)=1"

o |[L| =p" <oco0,Char(L) =p= Vm e N,m|n 3! Unterkorper K, |K| = p™ und es gibt
keine weiteren Unterkorper von L

e |G| < oo abelsche Gruppe = Je € N:¢g* =1Vg € G,3h € G: Ord(h) = e (e heifit
Exponent von G)

e Die mult. Gruppe endlicher Kérper ist zyklisch

e Satz vom primitiven Element: L : K Korpererw., L = K(a,b), a separabel, b alge-
braisch iiber K = L : K einfach (|K| = oo erlaubt!)

e L =K(a,a, .., as),a algebraisch, a; separabel iiber K = Jc€ L: L = K(c)
o Jede endliche separable Korpererweiterung ist einfach

e [L: K] < o0,Char(K)=0= L: K einfach

4.2 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

|Im Folgenden sei E=R?, M eine Menge von Punkten aus E, o0BdA |M]| > 2,(0,0),(0,1) € M‘

Definitionen
e Eine Gerade von M ist eine Gerade durch 2 Punkte von M.

e Ein Kreis von M ist ein Kreis mit Mittelpunkt in M und Radius r, wobei r=—AB—
fiir zwei Punkte A, B aus M.

e Ein Punkt P heifit direkt konstruierbar aus M, wenn P der Schnittpunkt von zwei
Geraden aus M, einer Gerade und einem Kreis aus M oder zwei Kreisen aus M ist oder
falls P in M ist.

e Ein Punkt P heifit konstruierbar aus M, falls es Punkte P, .., P, gibt, so dass P; aus
M U{P;: j < i} direkt konstruierbar ist und P, = P.

o Die reelle Zahl r heifit kostruierbar aus M, falls der Punkt (r,0) aus M konstruierbar
ist.

e L ={r € R: r konstruierbar aus M}

e Q(M)=K =Q({p,q: (p,q) € M}) = kleinster Unterkérper von R, der die Koordina-
ten aller Punkte aus M enthilt.

o Korpererweiterung L : K Radikalerweiterung < 3 Zwischenkorper K; : K = Ky C
LCKy=L, K;=K; {(¥b),neN,becK,;
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K|z] 5 f, f(z) = 0 durch Radikale lésbar < [f(a) = 0 = a liegt in einer Radikaler-
weiterung]

GL(L : K) = GL(f, K) Galoisgruppe von f iiber K < L ZFK von f € K|z] iiber K
Char(K) =0 : e n-te Einheitswurzel< e Losung von 2" — 1 =0

e primitive n-te Einheitswurzel < e n-te Einheitswurzel, Ord(e) = n

Sitze

(r,s) ist aus M konstruierbar < r und s sind konstruierbar

7,5 € R konstruierbar aus M = r — s, £, s # 0 konstruierbar aus M

r € R,7? konstruierbar aus M = r konstruierbar aus M

K,=Q,K, C K, C.. CK, Koérperturm, [K;: K, ,]=2,i=1,.,n= K, CL
P = (p, q) direkt aus M konstruierbar = K (p,q) = K oder [K(p,q) : K| =2

¢ € R konstruierbar aus M < 3 Korperturm Q(M) = Ko C K; C .. C K, ¢ €
Km [Kz : Kifl] = 27Z = 17 sy T

Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.
Die Verdoppelung des Wiirfels ist unm” glich.

Non=2%. Hﬁﬂpi, Im € N:p; — 1 =2" (Fermatsche Pirmzahlen) < regelmiBiges
n-Eck kontruierbar

Char(K) = 0, L : K Radikalerweiterung = 3 M : [M : K| < oo, M : K galoissche
Radikalerweiterung

Char(K) = 0,L = K(e), e primitive n-te Einheitswurzel = L : K galoissch, G(L : K)
abelsch

Char(K) =0,e" =1= e € K|, L : K Koérpererweiterung

— L=K(a),a" € K = L: K galoissch, G(L : K) zyklisch
— L : K galoissch, G(L : K) zyklisch, [L : K| < co = Ja € L: L = K(a),a" €
KneN
L : K galoissche Radikalerweiterung = G(L : K) auflosbar

L : K endliche Galoiserweiterung, Char(K) = 0,G(L : K) zyklisch, e n-te Einheits-
wurzel = L(e) : K(e) endliche Galoiserweiterung, G(L(e) : K(e)) zyklisch, |G(L(e) :
K())|[L: K]

Char(K) =0,K|z] > f # 0: f(z) durch Radikale l6sbar < G(f, K) auflosbar



