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1.1

Erginzungen zur Korpertheorie

Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom f € R[z] mit ungeradem Grad hat eine Nullstelle in R
Jedes ¢ € C besitzt in C eine Quadratwurzel.
Jedes f € Clz] mit Grad f = 2 zerfillt in C[z] in Linearfaktoren.
Jedes nichtkonstante Polynom f € R[z] besitzt in C eine Nullstelle.
Jedes nichtkonstante f € R[z] zerfallt in C[z] in Linearfaktoren.
C ist algebraisch abgeschlossen.
C ist der algebraische Abschluss von R.

Die Menge A aller komplexer Zahlen, die algebraisch iiber Q sind, ist ein Korper. Er ist
der algebraische Abschluss von Q. (4 # C)

Transzendente Zahlen
Die Menge A der iiber Q algebraischen Zahlen ist abzidhlbar.

(Liouville) Ist @ € R irrational und algebraisch iiber @, so gibt es eine reelle Zahl ¢ > 0

mit D c
a—=|>— VpeZ,qeN,
q q

wobei m der Grad des Minimalpolynoms von a iiber Q ist.

Sei a € R. Gibt es fiir jede natiirliche Zahl n € IN eine rationale Zahl fl—’,q > 1 mit

0< ‘a - §| < ql,,, so ist a transzendent.
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1.3 Einfache transzendente Erweiterungen
Definitionen

e Korper der rationalen Funktionen iber K K(z) := {5 . f,9 € Klz], g #0}

e Grad von u = £ : Grad(u) := max{Grad(f),Grad(g)}

.
e t transzendent iiber K: Grad von % : G’md(%) = GTad(é)

Sitze

o K(z) — K(t), % — % Isomorphismus

e K(t) : K einfache transzendente Erweiterung, n = Grad(u) fiir ein v € K(z)\K = t

algebraisch iiber K (u), [K(t): K(u)]=n

e K(t) : K einfache transzendente Erweiterung, u € K(t) = [K(u) = K(t) & u

att ad # be, a,b,c,d € K]

e (Luroth): K(t) : K einfache transzendente Erweiterung = K(u), u € K(t) sind alle

Zwischenko6rper
e Zn, =2\nZ = {0,..,n — 1} Ring mit Rechnung modulo n

— Zpx:={a € Zy: b€ Zy,:a-b=1} Einheitengruppe von Z,

1.4 Kreisteilungspolynome

Im Folgenden bewegen wir uns in einem Kérper K mit Char(K) = 0, so dass z" — 1 in K|[z]

in Linearfaktoren zerfillt.

Definitionen
e Eulersche ¢-Funktion ¢ :IN - N,n— [{t e N: 1<t <n,(t,n) =1}
e a n-te Einheitswurzel :& a" —1=0
e a n-te primitive Einheitswurzel :& a" —1=0,a/ #1Vj € {1,..,n— 1}

e &,(z) n-tes Kreisteilungspolynom := @,(z) = [[*(z —a), a" -1 =0Vi
1,.,n, a7 —140Vj=1,..,n—1

p € P Fermat’sche Primzahl :& dm e N: p=2"+1

Sitze
e p,p; € P, p; pw. verschieden, m,n,¢c; € N
- ) =p""(p-1)
= (m,n) =1= ¢(m-n) =p(m)-p(n)

—n=Ilp = o) =1L -1 =n-[[L,0- )
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e Eyi={a€eK:a"-1=0}
~ |En|=n
— E, ist bzgl. Multiplikation zyklische Gruppe.
— Es existiert eine primitive n-te Einheitswurzel.
o " = 1=y Pa, m =24 ()
e &, € Z normiert und irreduzibel Yn € IN
e j+nZeZis (j,n)=1
e 7 zyklisch & n € {1,2,4} Vn=p°Vn=2p p e P\{2}
e K Korper, Char(K) = 0,a € K n-te Einheitswurzel

— ®,, Minimalpolynom von a iiber Q
- [Q(a) : Q] = ¢(n)
— Q(a) : Q Galoiserweiterung
— Galoisgruppe G(Q(a) : Q) ~ Z
e Wiederholung zu Konstruktion mit Zirkel und Lineal

— r € R aus M konstruierbar < P, konstruierbar, so dass |[PQ|=r

- QM) ={a,b: (a,b) € M}

- M ={(0,0),(1,0)} = QM) =Q

— 7 € R aus M konstruierbar < 3 Korperkette Q(M) = Ky C K;.. C Ky : r €
K [K;:K;4]|=2Vi=1,.,s

- M ={(0,0),(1,0)},r € R aus M konstruierbar = 3n € No: [Q(r) : Q] = 2"

e {(0,0),(1,0)} C M C R} Ky :=Q(M),r € R: Ko(r) : Ky Galoiserweiterung, [Ko(r) :
Ky =2%s € Ng = r ist aus M konstruierbar

e p=2" 41 Primzahl = i € Ny: m = 2
o regelmiBiges n-Eck aus M = {(0,0), (1,0)} konstruierbar & n = 2*-[[_,pi: k €
Ng, p; € P pw. verschiedene Fermat’sche Primzahlen
1.5 Lemma von Zorn
Definitionen

e < Halbordnung auf der Menge M :& < reflexive, anti-symmetrische, transitive
Relation

e m,n € M vergleichbar :& (m <n) V (n <m)

K Kette von M & K C M, [k,l € K = k,I vergleichbar]

s € T'C M obere Schranke von 1" t < sVte T

to =€ 7' C M maximales Element von 7' :& At € T : tg <t tg#t

e M induktiv geordnet :& [K Kette von M = K besitzt obere Schranke in M|



i
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Sitze

e Lemma von Zorn: < Halbordnung auf M # {:
jede Kette von M besitzt eine obere Schranke = M besitzt ein maximales Element

e Auswahlaxiom: I, A Mengen, 0 # A; CAVieI= If : 1 - A: fi) e AViel

e Basisergénzungssatz:
V Vektorraum, C C V lin. unabhéngig = 3 Basis B von V mit C C B

e Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

1.6 Algebraischer Abschluss eines Korpers

Im Folgenden sei K stets ein Korper.

Definitionen
¢ K algebraisch abgeschlossen :& [f € K|[z] irred. = Grad(f) = 1]

° K : K Kérpererweiterung: - -
K algebraischer Abschluss von K & (K : K alg.) A (K alg. abgeschlossen )

Sétze
K algebraisch abgeschlossen
& [f € K[z] irred. =Grad(f) = 1]
& [a algebraisch iber K = a € K|
< [L: K algebraisch = L = K]

A Menge von Kérpern: [K;, K, € A = K; Unterkorper von K, oder K von K

— T Oberkérper aller K € A= L :=|Jg. 4 K Unterkorper von 7'
— 3 Verkniipfungen: L Oberkérper aller K € A

e K Korper = 3 alg. Abschluss von K

K, ~ KQE&I‘I)ELE bzw. Ko alg. Abschluss, ¢ : K1 — K5 Isomorphismus
= d9: K1 = K, Isomorphismus: ¢ g, = ¢

Ly, Ly alg. Abschluss von K = 3¢ : L1 — Ly Isomorphismus: ¢, =id

K alg. Abschluss von K, L : K alg. Kérpererw. = 3¢ : L — K Korpermonomorphis-
mus: @|x =id

fi€e K[z]Vie I = 3L ZFK der f;,i € I, L: K eindeutig bestimmt

2 Einblick in die algebraische Geometrie

‘Im Folgenden sei K : L eine Korpererweiterung mit Char(K)=Char(L)=0, L alg. abgeschlosen.
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2.1 Definitionen und erste Eigenschaften
Definitionen
e K Grundkorper, L Koordinatenkorper

e algebraisches System iiber K: System von Gleichungen f;(Xi,..,X,) =0, f; €
LIXy, o Xl i=1,.,m

e V C L™ affine algebraische K-Varietét 1< V = {(z1,..,2,) : fi(z1,.,2,) =0Vi=
1,.,m}

e definierendes Gleichungssystem zur K-Varietdt V: algebraisches System zu V

e VN K" K-rationale Punkte der Varietit V

fi;i=1,..,m linear: lineares System

V K-Hyperfliche von L™ :< V kann durch eine Gleichung definiert werden

e V ebene algebraische Kurve :& V K-Hyperfliche von L2

f Minimalpolynom einer Hyperfliche V :&  f definiert V, f quadratfrei, normiert

K-Grad einer Hyperfliche V: Grad des Minimalpolynoms € K[X;,.., X,] von V

e Grad einer Hyperfliche V: Grad des Minimalpolynoms € L[ X7, .., X,,]

Sitze
o Vi,..,V, Varietiten = (J;_, V;, i, Vi Varietiten

e Seien H, # () # H, K-Hyperflichen des L", die durch f; # 0 # f, definiert werden:
f1 und fs teilerfremd = H, € Hy, Hy € H,

e V C L™ K—Hyperflichen mit def., quadratfreiem Polynom f € K[X1,.., X,,]:
9 € K[Xy, .., Xy], g(P)=0VP eV = flg

e H C L™ L—Hyperfliche mit Grad d

—gCL"Gerade = (9CH) V (jgnH|)<d
— Jg C L™ Gerade: |gnH|=d

2.2 Basissatz und Nullstellensatz von Hilbert
Definitionen

e R noetherscher Ring :& R Ring, jedes Ideal von R ist endlich erzeugbar & [I C R
Ideal = dfy,.,fs€l: I =< fi,.,fs>
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Sitze

I, I, Ideale:  V(I) = V(I,) & Radl, = Radl,

e Basissatz: R noethersch = R[X},.., X,] noethersch

f{V c L™: V K-Varietiit} — {I C K[Xy,..,,X,|: I Ideal, Radl = I},V — Z(V)

e Hilberts Nullstellensatz: L : K Korpererweiterung, L alg. abgeschlossen: Bijektion
I Ideal von K[X,, .., X,], I # K[X),..,X,]|= V{I)={PeL": f(P)=0VYfel}+#
0

Seien V1, Vy K-Varietiten. Es gilt:
Z(Vi N Va) = Rad(Z(Vi) + Z(12))
2.3 Ideale und Varietiten

(V1 UV,) = Rad(Z(Vh) - Z(V»)) = Rad(Z(V1) N Z(V2))
’Irn Folgenden sei L : K stets eine Korpererw., L alg. abg. und I Ideal von K[X;, ..,Xn].‘

I maximales Ideal = I = Radl

Definitionen e Seien ay,..,a, € K. Es gilt:
e Z(V) Verschwindungsideal von V C L" :& Z(V) = {f € K[X\,..,Xn : f(P) = J = (X1 —ar, o, Xn = an) max. Ideal von K[Xy, .., Xu], V(J) = (a1, ., an) (ein Punkt)
ovrP eV} e Sei V Varietiit. Es gilt:  V zerlegbar < Z(V') kein Primideal
e V() Nu}llstellenmenge von [ :& V(I) Varietdt zu [ :& V() ={PeL": f(P)=
ovfel

e Rad/ Radikal von I :& Radl ={f € K[X;,..,X,]: 3se N: f* eI}

P Primideal :& [fge P= fePVgeP|

Varietidt V zerlegbar < V|, V, Varietiten: Vi #V # Vo, ViUV =V

Sétze
e [ Ideal von K[Xy,..,X,]| = V(I) K-Varietit von L™
e V CL"= Z(V) Ideal von K[Xy, .., X,,]

e RadI Ideal von K[Xj,.., X,]

I C Radl = Rad(RadI)

V(I) = V(RadI)
e Seien V, Vi, V5, Vi, s € S K-Varietiten. Es gilt:

- I(0) = K[Xy, ., Xa], Z(L") = {0}

-V cL*= I(V) = Rad(Z(V))

- V(@I(W) =V

- ViCcVas I(V1) DI(Va)

I(ViUuVe) =Z(Vi)NZ(Va), ViUVe=V(Z(Vi)NI(Va))
~ ViUV = V(Z(W) - Z(Va))

—V,CL"Vs€S= U,s Vs =V(T(V1) NI(V2))

- VioV,D.= dseN: V;=V,Vi>s

e Z(V(I)) = Radl



