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1 Topologie des

�

n

Definitionen

• �

n := {(x1, ..., xn)T : xi ∈

�} (ist

�

-Vektorraum mit den Verknüpfungen:)

– (x1, ..., xn)T + (y1, ..., yn)
T := (x1 + y1, ..., xn + yn)

T Addition

– λ · (x1, ..., xn)T := (λ · x1, ..., λ · xn)T , λ ∈ �

Skalarmultiplikation

• Norm auf dem Vektorraum V : ||.|| : V → �+
0 mit:

1. x ∈ V, ||x|| = 0 ⇒ x = 0

2. ||λx|| = |λ| · ||x|| ∀x ∈ V, λ ∈ �

3. ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y|| ∀x, y ∈ V (Dreiecksungleichung)

• normierter Vektorraum: Vektorraum mit dazugehöriger Norm (V, ||.||)

• p ∈ [1,∞) : p-Norm in

�

n : ||.||p :

�

n → �+
0 , x 7→

(∑n

k=1 |xk|p
) 1

p

– p = 1: Einsnorm

– p = 2: euklidische Norm

• Supremumsnorm in

�

n : ||.||∞ :

�

n → �+
0 , x 7→ max{|xk| : k = 1, ..., n}

• Skalarprodukt auf einem

�

-Vektorraum V : <, >: V × V → �

:

1. < x1 + x2, y >=< x1, y > + < x2, y > ∀x1, x2, y ∈ V (Additivität)

2. < λx, y >= λ· < x, y > ∀λ ∈ �

, x, y ∈ V (Homogenität)

3. < x, y >=< y, x > ∀x, y ∈ V (Symmetrie)

4. 0 6= x ∈ V ⇒ < x, x >> 0 (positiv definit)

• x, y ∈ �

n : x orthogonal zu y ⇔ x ⊥ y :⇔ < x, y >= 0

• orthogonale Projektion auf

�

x, x ∈ �

n : P :

�

n → �

x, y 7→ |<x,y>|
||x||2

· x

• Metrik auf X : d : X × X → �+
0 (Abstand von zwei Elementen):

1. d(x, y) = 0 ⇔ x = y

2. d(x, y) = d(y, x) (Symmetrie)

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (Dreiecksungleichung)

• metrischer Raum: Menge mit dazugehöriger Metrik (X, d)

• dp :

�

n × �

n → �

n
0 , (x, y) 7→ ||x − y||p Metrik auf

�

n

– p = 2: euklidischer Abstand

• (X, d) metrischer Raum, (xk)k Folge in X, x ∈ X:

– (xk)k konvergiert gegen x ⇔ xk
k→∞−→ x :⇔ d(xk, x)

k→∞−→ 0
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– x Limes/Grenzwert von (xk)k ⇔ x = limk→∞ xk :⇔ xk
k→∞−→ x

– x Häufungspunkt von (xk)k :⇔ ∃(xkl
)l ⊂ (xk)k : xkl

l→∞−→ x

– (xk)k Cauchyfolge :⇔ ∀ε > 0 ∃N ∈ �

: d(xk, xl) < ε ∀k, l ≥ N

– Y ⊂ X beschränkt :⇔ sup{d(x, y) : x, y ∈ Y } < ∞
– (xk)k beschränkt :⇔ {xk : k ∈ �} beschränkt

– r > 0 : Ur(x) := {y ∈ X : d(x, y) < r} offene r-Umgebung um x

– r > 0 : Br(x) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} abgeschlossene r-Umgebung um x

– Y, Z ⊂ X, Y 6= ∅ 6= Z : d(Y, Z) := inf{d(y, z) : y ∈ Y, z ∈ Z} Abstand zwischen
Y und Z

– Y ⊂ X : Y = clos(Y ) := {x ∈ X : x Grenzwert einer Folge in Y } Abschluß von
Y in X

–
◦

Y = int(Y ) := {y ∈ Y : ∃r > 0 : Ur(y) ⊂ Y } Inneres von Y

• Obige Begriffe gelten auch für normierte Vektorräume mit d(x, y) := ||x − y||

• ||.||, |||.||| : �

n → [0,∞) äqivalent :⇔ ∃a, b > 0 : a||x|| ≤ |||x||| ≤ b||x|| ∀x ∈ �

n

• (X, d) metrischer Raum, A ⊂ X

– A abgeschlossen (bzgl. d) :⇔ [(xk)k ⊂ A, xk
k→∞−→ x ⇒ x ∈ A]

– A offen :⇔ X\A abgeschlossen

– A kompakt :⇔ A abgeschlossen und beschränkt

– (Ui)i∈I offene Überdeckung von A :⇔ Ui offen ∀i ∈ I, A ⊂ ⋃
i∈I Ui

– (Ui)i∈I endliche offene Überdeckung von A :⇔ (Ui)i∈I offene Überdeckung
von A, |I| < ∞

– (Ui)i∈J Teilüberdeckung von
⋃

i∈I Ui :⇔ J ⊂ I, A ⊂ ⋃
i∈J Ui

Sätze

• Für p ∈ [1,∞] ist ||.||p eine Norm auf

�

n

• p ∈ [1,∞], q :=





p

p−1
1 < p < ∞

1 p = ∞
∞ p = 1

, x, y ∈ �

n :

| < x, y > | ≤ ||x||p · ||y||q Hölder-Ungleichung

– p = q = 2 : | < x, y > | ≤ ||x||2 · ||y||2 Cauchy-Schwarz-Ungleichung

• < x, y >= ||x||2 · ||y||2 · cos(ϕ), ϕ ∈ [0, π] eingeschlossener Winkel zwischen x und y

• (xk)k in (

�

n, ||.||2) beschränkt ⇒ (xk)k besitzt Häufungspunkt

• (xk)k in (

�

n, ||.||2) : (xk)k konvergent ⇔ (xk,j)k konvergent ∀j ∈ {1, .., n}

• (xk)k in (

�

n, ||.||2) konvergent ⇔ (xk)k Cauchyfolge
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• ||.|| :

�

n → �

Norm auf

�

n ⇒ ∃a, b > 0 : b||x||∞ ≤ ||x|| ≤ a||x||∞
• Die Äquivalenz von Normen ist eine Äquivalenzrelation.

• ||.||, |||.||| : �

n → [0,∞) Normen ⇒ ||.||, |||.||| äquivalent

• (X, d) metrischer Raum, A ⊂ X : A offen in X ⇔ ∀x ∈ A ∃r > 0 : Ur(x) ⊂ A

• A ⊂ �

n

A kompakt
⇔ Jede offene Überdeckung von A hat eine endliche Teilüberdeckung
⇔ Jede Folge in A hat einen Häufungspunkt in A

2 Stetige Funktionen

Definitionen

• (X, d), (X ′, d′) metrische Räume:

– f : X → X ′ stetig in a ∈ X :⇔ [(xk)k ⊂ X, xk
k→∞−→ a ⇒ f(xk)

k→∞−→ f(a)]

– f : X → X ′ stetig :⇔ f stetig in a ∀a ∈ X

• L(

�

n,

�

m) := {L :

�

n → �

m :; L linear}

• L :

�

n → �

m linear: ||L||L(

�

n,

�

m) := sup{||Lx|| �m : x ∈ �

n, ||x|| �n ≤ 1}

• f : X → X ′ : f−1(A) := {x ∈ X : f(x) ∈ A} Urbildmenge von A ⊂ X ′

Sätze

• D ⊂ �

n, f : D → �

m, fj : D → �

, f(x) =
(
f1(x), .., fn(x)

)T
: f stetig ⇔ fj stetig

∀j = 1, .., m

• (X, d) metrischer Raum, f, g : X → �

:

– f, g stetig in a ∈ X ⇒ f ± g, f · g stetig in a

– f, g stetig in a ∈ X, g(a) 6= 0 ⇒ f

g
: {x ∈ X : g(x) 6= 0} → �

stetig in a

• (X, d), (X ′, d′), (X ′′, d′′) metrische Räume, f : X → X ′, g : X ′ → X ′′ :
f stetig in a ∈ X, g stetig in f(a) ⇒ f ◦ g stetig in a

• (X, d), (X ′, d′) metrische Räume, f : X → X ′, a ∈ X:
f stetig in a ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 :

[
d(x, a) < δ ⇒ d′

(
f(x), f(a)

)
< ε

]

• L :

�

n → �

m linear ⇒ L stetig

• L(

�

n,

�

m) Vektorraum mit Dimension n · m

• L :

�

n → �

m linear ⇒ ||L||L(

�

n,

�

m) < ∞, ||Lx|| �m ≤ ||L||L(

�

n,
�

m) · ||x|| �n

• K ⊂ �

n kompakt, f : K → �

m stetig ⇒ f(K) ⊂ �

m kompakt
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• K ⊂ �

n kompakt, f : K → �

stetig ⇒ ∃xmax, xmin ∈ K : f(xmax) = sup{f(x) : x ∈
K}, f(xmin) = inf{f(x) : x ∈ K}

• (X, d), (X ′, d′) metrische Räume:
f stetig

⇔ [A ⊂ X ′ offen ⇒ f−1(A) offen]
⇔ [A ⊂ X ′ abgeschlossen ⇒ f−1(A) abgeschlossen]

• f :

�

n → �

stetig, a ∈ �

n:

– {x ∈ �

n : f(x) < a} offen

– {x ∈ �

n : f(x) ≤ a} abgeschlossen

– {x ∈ �

n : f(x) = a} abgeschlossen

3 Differenzierbare Abbildungen - Begriffe

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n stets offen.

Definitionen

• f : D → �

m, a ∈ D:

– f differenzierbar in a :⇔ ∃L ∈ L(

�

n,

�

m) : f(a + h) = f(a) + L(h) +

R(h), ||R(h)|| �m
||h|| �n

h→0−→ 0

– f differenzierbar :⇔ f differenzierbar in a ∀a ∈ D

– Df(a) = f ′(a) := L :

�

n → �

m Ableitung/Differential von f in a

– f stetig differentierbar :⇔ f diff.bar, Df : D → L(

�

n,

�

m) stetig

– f bei a in Richtung v ∈ �

n ableitbar :⇔ ∃ limh→0
1
h

(
f(a + hv) − f(a)

)

– Dvf(a) := limh→0
1
h

(
f(a + hv)− f(a)

)
Richtungsableitung von f bei a in Rich-

tung v

– Dvf(a) = dif(a) = df

dxi
(a) i-te partielle Ableitung von f in a :⇔ v = ei

– Df(x) hat Matrixdarstellung Jacobi-Matrix Jf(x) =




d1f1(x) . . . dnf1
...

. . .
...

d1fm(x) . . . dnfm




• ∇f(a) Gradient von f : D → �

in a :⇔ Df(a)w =< ∇f(a), w > ∀w ∈ �

n

Sätze

• f : D → �

m diff.bar in D ⇒ f stetig in D

• f : D → �

m stetig diff.bar ⇔ fi : D → �

stetig diff.bar ∀i = 1, .., m

• f : D → �

diffbar in a ∈ D, Df(a) :

�

n → � ⇒ ∃!v ∈ �

n : Df(a)w =< v, w >

∀w ∈ �

n
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• f : D → �

m, ∃U Umgebung von a ∈ D : ∃ stetige d1f(a), .., dnf(a) : U → �

m ⇒ f

diff.bar in a

• f : D → �

m:
f stetig diff.bar

⇔ ∀j = 1, .., n ∃ stetige djf : D → �

m

⇔ ∀j = 1, .., n, ∀i = 1, .., m ∃ stetige djfi : D → �

4 Differenzierbare Abbildungen - Einfache Sätze

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n stets offen.

Definitionen

• D offen wegzusammenhängend :⇔ ∀a, b ∈ D ∃γ : [0, 1] → D stetig diff.bar:
γ(0) = a, γ(1) = b

Sätze

• f, g : D → �

m, k : D → �

diff.bar in a ∈ D:

– f ± g : D → �

m, x 7→ f(x) ± g(x) diff.bar, D(f ± g)(a) :

�

n → �

m, v 7→
Df(a)(v) ± Dg(a)(v)

– k · g : D → �

m, x 7→ k(x) · g(x) diff.bar in a, D(kg) : D → �

m, v 7→ Dk(a)(v) ·
g(a) + k(a) · Dg(a)(v) Produktregel

– k(D) ⊂ �\{0} ⇒ 1
k

: D → �\{0} : x 7→ 1
f(x)

diff.bar in a, D( 1
f
)(a) :

�

n → �

, v 7→
− 1

f(a)2
Df(a)(v) Quotientenregel

• Kettenregel: Df ⊂ �

n, Dg ⊂ �

m offen, f : Df → �

m, g : Dg → �

l, f diff.bar in a ∈
Df , g diff.bar in f(a) ∈ Dg ⇒ g◦f : Df → �

l diff.bar in a, D(g◦f) = Dg
(
f(a)

)
◦Df(a)

• Mittelwertsatz: f : D → �

diff.bar, a, b ∈ D, ∃γ : [0, 1] → D stetig diff.bar: γ(0) =

a, γ(1) = b ⇒ ∃τ ∈ [0, 1] : f(b) − f(a) = Df
(
γ(τ)

)( ◦
γ (τ)

)

• D offen wegzusammenhängend, f : D → �

:
f konstant ⇔ Df(x) = 0,∇f(x) = 0 ∀x ∈ D

• Schrankensatz: f : D → �

diff.bar, a, b ∈ D, γ : [0, 1] → D, t 7→ (1 − t)a + tb ⇒∣∣f(b) − f(a)
∣∣ ≤ supt∈[0,1] ||∇f

(
γ(t)

)
||2 · ||a − b||2

• f : D → �

m stetig diff.bar, a, b ∈ D, γ : [0, 1] → D, t 7→ (1 − t)a + tb ⇒ f(b) − f(a) =∫ 1

0
Df

(
γ(t)

)
· ◦
γ (t)dt

• Schrankensatz in

�

m: f : D → �

m stetig diff.bar, a, b ∈ D, γ : [0, 1] → D, t 7→
(1 − t)a + tb ⇒ ||f(b) − f(a)||2 ≤ supt∈[0,1] ||Df

(
γ(t)

)
||L(

�

n,

�

m) · ||b− a||2

• w : [0, 1] → �

m stetig ⇒ ||
∫ 1

0
w(t)dt|| ≤

∫ 1

0
||w(t)||dt
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5 Höhere Ableitungen und Taylor’sche Formel

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n stets offen.

Definitionen

• L2(

�

n × �

n,

�

m) := {B :

�

n × �

n → �

m : B bilinear}

• f : D → �

m :

– f zweimal stetig diff.bar :⇔ Dvf : D → �

m diff.bar ∀v ∈ �

n

– D2f(a) :

�

n × �

n → �

m, (v, w) 7→ D
(
Dvf(a)

)
(w)

– f k-mal diff.bar :⇔ f (k−1)-mal stetig diff.bar, D → �

m, x 7→ Dk−1f(x)(
(
v(1), .., v(k−

diff.bar

– Dkf(a)(v(1), .., v(k)) := D
(
D(k−1)f(a)(v(1), .., v(k−1))

)
(v(k))

– f k-mal stetig diff.bar :⇔ f k-mal diff.bar, Dx : (

�

n)k

�

m, (x, v(1), .., v(k)) 7→
Dkf(x)(v(1), .., v(k)) stetig

• Ck(D,

�

m) := {f : D → �
m : f k-mal stetig diff.bar}

• f : D → �

m k-mal stetig partiell diff.bar :⇔ ∃ alle part. Ableitungen von f stetig

• f : D → � ∈ Ck : T kf(a) k-tes Taylorpolynom von f in a :⇔ T kf(a) :

�

n →

�

, x 7→ f(a) + Df(a)(x − a) + .. + 1
k!

Dkf(a)(x − a(1), .., x − a(k))

• f : D → f(D) ⊂ �

m Ck-Diffeomorphismus :⇔ f bijektiv, f, f−1 ∈ Ck

Sätze

• L2(

�

n × �

n,

�

m) ' L
( �

n,L(

�

n,

�

m)
)

• D2f(a) ∈ L2(

�

n × �

n,

�

m) bilinear

• f : D → �

m 2-mal diff.bar ⇒ D2f(a) symmetrisch
(
D2f(a)(v, w) = D2f(a)(w, v)

)

• D2f(a)(v, w) =
∑n

i,j=1
d2f

didj
(a)viwj

• f : D → �

m:
f k-mal stetig partiell diff.bar

⇔ alle part. Ableitungen von f bzw. f1, .., fm existieren und sind stetig
⇔ f ∈ Ck(D,

�

m), f = (f1, .., fm)T

⇔ fi : D → �

k-mal stetig diff.bar ∀i = 1, .., m

• f : D → � ∈ Ck+1, a ∈ D, v ∈ �

n : a + tv ∈ D ∀t ∈ [0, 1] ⇒
f(a + v) = f(a) + Df(a)(v) + 1

2!
D2f(a)(v, v) + .. + 1

k!
Dkf(a)(v(1), .., v(k)) + Rk+1(a, v),

∃τ ∈ (0, 1) : Rk+1(a, v) = 1
(k+1)!

Dk+1f(a + τv)(v(1), .., v(k+1))

• f : D → � ∈ Ck+1 ⇒ f(x) = T kf(a)(x) + Rk+1(a, x − a), v := x − a :
Rk+1(a,v)

||v||k
v→0−→ 0

• M :

�

n×n × �

n×n → �

n×n, (A, B) 7→ A · B ∈ C∞, DM(A, B)(X, Y ) = AY + XB
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• GL(n) = GL(n,

�

) := {A ∈ �

n×n : det(A) 6= 0} offene Teilmenge von

�

n×n,

inv : GL(n) → GL(n), A 7→ A−1 ∈ C∞, Dinv(A)(X) = −A−1 · X · A−1

• U ⊂ �

n, V ⊂ �

m, f : U → V bijektiv, f, f−1 : V → U diff.bar:

– Df(x) :

�

n → �

m Isomorphismus ∀x ∈ U,
(
Df(x)

)−1
= Df−1

(
f(x)

)
:

�

m → �

n

– f ∈ Ck ⇒ f−1 ∈ Ck

6 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n offen und f : D → � ∈ C2.

6.1 Lokale Extrema ohne Nebenbedingungen

Definitionen

• a ∈ D lokales Minimum von f :⇔ ∃r > 0 : [x ∈ Ur(a) ⇒ f(x) ≥ f(a)]

• a ∈ D striktes lokales Min. von f :⇔ ∃r > 0 : [x ∈ Ur(a)\{a} ⇒ f(x) > f(a)]

• a ∈ D lokales Maximum von f :⇔ ∃r > 0 : [x ∈ Ur(a) ⇒ f(x) ≤ f(a)]

• a ∈ D striktes lokales Max. von f :⇔ ∃r > 0 : [x ∈ Ur(a)\{a} ⇒ f(x) < f(a)]

• a ∈ D kritischer Punkt von f :⇔ ∇f(a) = 0

• Qf (a) Hesse’sche Form von f in a ∈ D :⇔ Qf (a) :

�

n → �

, v 7→ D2f(a)(v, v)

• Hf(a) Hesse’sche Matrix von f in a ∈ D :⇔ Hf(a) = (didj)i,j=1,..,n

• QS die zu S ∈ �

n×n gehörige quadratische Form :⇔ S symmetrisch, QS :

�

n →

�

, v 7→< Sv, v >

– QS positiv definit :⇔ QS(v) > 0 ∀v ∈ �

n

– QS negativ definit :⇔ QS(v) < 0 ∀v ∈ �

n

– QS positiv semidefinit :⇔ QS(v) ≥ 0 ∀v ∈ �

n

– QS negativ semidefinit :⇔ QS(v) ≤ 0 ∀v ∈ �

n

– QS indefinit :⇔ ∃v, w ∈ �

n : Q(v) < 0 < Q(w)

Sätze

• a ∈ D lokales Extremum (Minimum oder Maximum) von f ⇒ ∇f(a) = 0

• QS(tv) = t2QS(v) ∀t ∈ �

, v ∈ �

n

• a ∈ D kritischer Punkt von f :

– Qf(a) positiv definit ⇒ a striktes lokales Minimum

– Qf(a) negativ definit ⇒ a striktes lokales Maximum

– Qf(a) indefinit ⇒ a kein lokales Extremum

– a lokales Minimum ⇒ Qf (a) positiv semidefinit

– a lokales Maximum ⇒ Qf (a) negativ semidefinit
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6.2 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Es seien f, g1, .., gk : D → �

, c1, .., ck gegeben. Wir suchen Extrema von f|{x∈D: gi(x)=ci, i=1,..,k}

bzw. Extrema von f unter der Nebenbedingung gi = ci ∀i = 1, .., k. Im Folgenden wird der
Spezialfall betrachtet, dass gi linear ist ∀i = 1, .., k. Wir schreiben:

g =




g1
...
gk


 :

�n → �k, x 7→




a11 . . . a1n

...
. . .

...
ak1 . . . akn


 · x

• Nebenbedingung g = c ∈ �

k regulär :⇔ g :

�

n → �
k surjektiv

• x Extremum von f|X ⇒ ∇f(x)⊥Kerng = {x ∈ �

n : g(x) = 0} ⇔ ∃λ1, .., λk ∈ �

Lagrange-Multiplikatoren: ∇f(x) =
∑k

i=1 λi∇gi(x)

7 Satz von der lokalen Umkehrfunktion

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n stets offen.

Definitionen

• f lokal um a invertierbar :⇔ ∃U ⊂ D offene Umgebung von a : V = f(U) offen,
f|U : U → V C1-Diffeomorphismus

• (X, d) metrischer Raum:

– (X, d) vollständig :⇔ jede Cauchyfolge in X ist konvergent

– g : X → X Kontraktion :⇔ ∃α ∈ (0, 1) : d
(
g(x), g(y)

)
≤ α · d(x, y) ∀x, y ∈ X

Sätze

• Banach’scher Fixpunktsatz: (X, d) vollständiger, metrischer Raum, g : X → X

Kontraktion ⇒ ∃! x ∈ X : g(x) = x, gk(x0)
k→∞−→ x ∀x0 ∈ X

• Satz von der lokalen Umkehrfunktion: f : D → �

n ∈ C1, a ∈ D, detJf (a) 6= 0 ⇒
∃U ⊂ D offene Umgebung von a : V = f(U) offen, f|U : U → V C1-Diffeomorphismus

– f ∈ Ck ⇒ (f|U)−1 ∈ Ck

8 Satz über die implizite Funktion

8.1 Satz über die implizite Funktion

• g : Dλ → �

n, λ → xλ implizit definiert :⇔ g eindeutig bestimmt durch eine Glei-
chung fλ(xλ) = 0, fλ : Dλ → �

n, Dλ ⊂ �

n offen

• Satz über die implizite Funktion: D ⊂ �

k × �

n offen, f : D → �

n ∈ Cr, r ≥
1, f(λ0, x0) = 0, Dfλ0

(x0) :

�

n → �

n Isomorphismus ⇒ ∃ offene Umgebungen U1 von
λ0 in

�

k, U2 von x0 in

�

n, g : U1 → U2, λ 7→ xλ ∈ Cr : [f(λ, x) = 0, λ ∈ U1, x ∈ U2 ⇔
x = xλ = g(λ)]
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8.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Es seien f, g1, .., gk : D → �

, c1, .., ck gegeben, D ⊂ �

n offen. Wir suchen Extrema von
f|{x∈D: gi(x)=ci, i=1,..,k} bzw. Extrema von f unter der Nebenbedingung gi = ci ∀i = 1, .., k.
Dazu sei M := {x ∈ D : g(x) = c} = g−1(c).

• Nebenbedingungen g = c regulär in x0 ∈ M :⇔ Dg(x0) :

�

n → �

k surjektiv

• Nebenbedingungen g = c regulär :⇔ Nebenbedingungen regulär in x ∀x ∈ M

• Jacobimatrix Jg(x0) =




d1g1(x0) . . . dng1(x0)
...

. . .
...

d1gk(x0) . . . dngk(x0)




Dg(x0) surjektiv ⇔ Jg(x0) besitzt eine k × k Untermatrix, die invertierbar ist

• Lagrange Multiplikatorenregel: x ∈ M Extremum von f|M , Nb. regulär in x ⇒
∃λ1, .., λk ∈ �

: ∇f(x) =
∑k

i=1 λi∇gi(x) ⇔ ∇f(x)⊥ KernDg(x)

– λi Lagrange-Multiplikatoren

– x ∈ M : ∇f(x)⊥ KernDg(x) kritischer Punkt von f|M

– x kritischer Punkt ⇒ f(x) kritischer Wert

8.3 Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

n stets offen.

Definitionen

• r ≥ 0 : M ⊂ �

n Cr−Untermanigfaltigkeit der Dimension m ∈ {0, .., n} :⇔ ∀p ∈
M ∃U ⊂ �

n offene Umgebung um p : U ∩ M Graph einer Cr−Funktion, d.h. es gibt
J = {j1, .., jm} ⊂ {1, .., n}
J = {1, .., n}\J = {i1, .., in−m}
xj = (xj1 , .., xjm

)T

xj = (xi1 , .., xin−m
)T

h : V → �

n−m, V ⊂ �

m offen: U ∩ M = {x ∈ �

n : xj ∈ V, xj = h(xj)}

• c regulärer Wert von g : D → �

k :⇔ [g(x) = c ⇒ Dg(x) :

�

n → �

k surjektiv]

• TpM := {x ∈ �

n : xj = Dh(pj)xj} Tangentialraum von M in p :⇔ p ∈ M, M ⊂

�

n m-dim. Cr-Untermannigfaltigkeit, r ≥ 1, h : V → �

n−m wie in der Def. von
Untermannigfaltigkeiten

Sätze

• g : D → �

k ∈ Cr, r ≥ 1, c ∈ �

k regulärer Wert von g ⇒ M := g−1(c) Cr-
Untermannigfaltigkeit von

�

n der Dimension m = n − k

• g : D → �

k ∈ Cr, r ≥ 1, c ∈ �

k regulärer Wert von g, M := g−1(c) Cr-Untermannigfaltigkeit,
dim(M) = n − k, p ∈ M ⇒ TpM = {x ∈ �

n : Dg(p)x = 0} = KernDg(p)
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• f, g1, .., gk : D → � ∈ C1, c ∈ �

k regulärer Wert von g = (g1, .., gk)
T , M := g−1(c):

– p ∈ M kritischer Punkt von f|M ⇔ p ∈ M kritischer Punkt von f|p+TpM bzw.

– p kritischer Punkt von f unter Nb. g(x) = c ⇔ p kritischer Punkt von f unter
Nb. x − p ∈ TpM = KernDg(p) (infinitisimale Nebenbedingung)

9 Integration stetiger Funktionen mit kompaktem Träger

Definitionen

• f : D → �

, D ⊂ �

n : supp(f) := {x ∈ D : f(x) 6= 0} =

�

n\f−1(0) Träger von f

• D ⊂ �

n offen: K(D) := {f : D → �

: suppf ⊂ D} (ein

�

-Vektorraum)

•
∫

�

n : K(

�

n) → �

, f 7→
∫

�

n f =
∫

�

n f(x)dx induktiv definiert durch:

– n = 1 : a > 0, suppf ⊂ [−a, a] :
∫

� :=
∫ a

−a
f(x)dx

– n → n + 1 : a > 0 : suppf ⊂ [−a, a]n+1 :
∫

�

n+1 f :=
∫

�

n ϕ(x)dx, ϕ :

�

n →

�

, x 7→
∫ a

−a
f(t, x)dt

Sätze

• [a, b] kompaktes Intervall, U ⊂ �

n, f : [a, b] × U → �

stetig ⇒ ϕ : U → �

, y 7→∫ b

a
f(t, y)dt stetig

• f, g ∈ K(
�

n), (fk)k ⊂ K(

�

n), v ∈ �

n, α, β ∈ �

:

– Linearität:
∫

�

n(αf + βg) = α
∫

�

n f + β
∫

�

n g

– Monotonie: f ≤ g ⇒
∫

�

n f ≤
∫

�

n g

– Translationsinvarianz: τvf :

�

n → �

, x 7→ f(x − v) ∈ K(

�

n) ⇒
∫

�

n f =∫

�

n τvf

– Stetigkeit: ∃a > 0 : suppfk ⊂ [−a, a]n ∀k ∈ �

, (fk)k gleichmäßig konvergent

gegen f ∈ K(

�

n)
(
||fk − f ||∞ k→∞−→ 0

)
⇒

∫

�

n fk
k→∞−→

∫

�

n f

• (fk)k ⊂ K(

�

n), fk ≥ fk+1 ∀k ∈ �

, fk(x)
k→∞−→ 0 ∀x ∈ �

n ⇒
∫

�

n fk
k→∞−→ 0

•
∫

�

2 f = vol{(x, t) : 0 ≤ t ≤ f(x)} − vol{(x, t) : f(x) ≤ t ≤ 0}

• f ∈ K(

�

n), Q := suppf ⊂ [−a, a]n, k ∈ �

, j ∈ {0, .., 2k−1}n : Qk,j :=
∏n

m=1 Ik,jm
, ak,j :=

(−a + jm

2k−1 )
n
m=1, Ik,jm

:= [−a + jm

2k−1 a,−a + jm+1

2k−1 a]
⇒

∫

�

n f = limk→∞

∑
j∈{0,..,2k−1}n f(ak,j)volnQk,j

• Satz von Fubini: f ∈ K(

�

n), π ∈ ∑
n Permutation, suppf ⊂ [−a, a]n ⇒

∫

�

n f =∫ a

−a
..

∫ a

−a
f(x1, .., xn)dxπ(1)..dxπ(n)

• Substitutionsregel: f ∈ K(

�

), suppf ⊂ [−a, a], a, b ∈ �

, a 6= 0 ⇒
∫

� f(ax +
b)|a|dx =

∫

� f(y)dy
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• Substitutionregel für lineare Abbildungen des

�

n : A ∈ �

n×n, det A 6= 0, b ∈

�

n, f ∈ K(

�

n) ⇒
∫

�

n f(Ax + b)| det A|dx =
∫

�

n f(y)dy =
∫

�

n f

• Transformationssatz: Φ :

�

n → �

n C1-Diffeomorphismus, f ∈ K(

�

n)
⇒

∫

�

n f
(
Φ(x)

)
| det DΦ(x)|dx =

∫

�

n f(y)dy

• allg. Transformationssatz: U, V ⊂ �

n offen, Φ : U → V C1-Diffeomorphismus,
f ∈ K(V ) = {g : V → �

: g stetig, suppg ⊂ V kompakt}
⇒

∫
U

f
(
Φ(x)

)
| detDΦ(x)|dx =

∫
V

f(y)dy

• partielle Integration: f ∈ K(

�

n) ∪ C1(

�

n), g ∈ C1(

�

n):

– ⇒
∫

�

n dif(x)dx =
∫

�

n dxf = 0 i = 1, .., n

– ⇒
∫

�

n dxf(x)g(x)dx = −
∫

�

n f(x)dig(x)dx

10 Integrierbare Funktionen

Definitionen

•
∫
Ω

: L → �

Integral auf der Menge Ω :⇔ ∀f, g, fk : Ω → � ∈ L, k ∈ �

, a, b ∈ �

:

– Linearität:
∫
Ω
(af + bg) = a

∫
Ω

f | + b
∫
Ω

g

– Monotonie: f ≤ g ⇒
∫
Ω

f ≤
∫
Ω

g

– fk ≥ fk+1 ∀k ∈ �

, limk→∞ fk(x) = 0 ∀x ∈ Ω ⇒ limk→∞

∫
Ω

fk = 0

– |f | ∈ L

• (fk)k ⊂ L Fundamentalfolge :⇔ fk ≤ fk+1 ∀k ∈ �

, limk→∞

∫
Ω

fk < ∞

• A ⊂ Ω Nullmenge :⇔ ∃ Fundamentalfolge (fk)k ⊂ L : fk(x)
k→∞−→ ∞ ∀x ∈ A

• * gilt fast überall (f.ü.) :⇔ * gilt außerhalb einer Nullmenge (∀x ∈ Ω\A, A Nullmenge)

• f : Ω → � ∈ L+ :⇔ ∃ Fundamentalfolge (fk)k ⊂ L : fk(x)
k→∞−→ f(x) f.ü.

• f : Ω → � ∈ L+, (fk)k ⊂ L Fundamentalfolge mit fk(x)
k→∞−→ f(x) f.ü.:∫

Ω
f := limk→∞

∫
Ω

fk (wohldefiniert)

• u : Ω → � ∈ L1 :⇔ ∃f, g ∈ �+ : u = f − g

• u : Ω → � ∈ L1, u = f − g, f, g ∈ L+ :
∫
Ω

u :=
∫
Ω

f −
∫

Ω
g (wohldefiniert)

• L = K(

�

n), Ω ⊂ �

n:

– u Lebesgue-integrierbar :⇔ u ∈ L1

–
∫

�

n u Lebesgue-Integral von u ⇔ u ∈ L1

– f : Ω → �

: f̃ :

�

n → �

, x 7→
{

f(x) x ∈ Ω

0 x 6∈ Ω
triviale Erweiterung von f

– f : Ω → �

Lebesgue-integrierbar ⇔ f ∈ L1(Ω) :⇔ f̃ Lebesgue-integrierbar
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– f : Ω → � ∈ L1(Ω) :
∫
Ω

f :=
∫

�

n f̃

• M ⊂ �

n integrierbar :⇔ χM :

�

n → �

, x 7→
{

1 x ∈ M

0 x 6∈ M
integrierbar

– vol(M) := µ(M) :=
∫

M
1M =

∫

�

n χM Volumen bzw. Maß von M

• M ⊂ �

n messbar :⇔ M ∩ BR(0) = {x ∈ M : ||x||2 ≤ R} integrierbar ∀R > 0

• M messbar, nicht integrierbar: µ(M) := ∞

• µ = µn : {M ⊂ �

n : M messbar} → [0,∞] Lebesgue-Maß

Sätze

• f, g ∈ L ⇒ max{f, g}, min{f, g}, f+ := max{f, 0}, f− := min{f, 0} ∈ L

• Ak Nullmenge ∀k ∈ � ⇒ ⋃
k∈

� Ak Nullmenge

• � ⊂ �

,

�

n ⊂ �

n sind Nullmengen.

• (fk)k ⊂ L, fk ≥ fk+1 ≥ 0 ∀k ∈ �

, fk
k→∞−→ 0 f.ü. ⇒

∫
Ω

fk
k→∞−→ 0

• (fk)k, (gk)k ⊂ L Fundamentalfolgen, f(x) := limk→∞ fk(x)
f.ü.
≤ limk→∞ gk(x) =: g(x) ⇒

limk→∞

∫
Ω

fk ≤ limk→∞

∫
Ω

gk

• L ⊂ L+

• f, g : Ω → �

, f ∈ L+, f
f.ü.
= g ⇒ g ∈ L+,

∫
Ω

g =
∫
Ω

f

• L = K(

�

n) : f = χ �

n :

�

n → �

, x 7→
{

1 x ∈ �

n

0 x 6∈ �

n
∈ L+,

∫

�

n χ �

n = 0

• f, g ∈ L+, a, b ≥ 0:

– max{f, g}, min{f, g}, f+ ∈ L+

– af + bg ∈ L+,
∫
Ω
(af + bg) = a

∫
Ω

f + b
∫
Ω

g

– f ≤ g f.ü. ⇒
∫
Ω

f ≤
∫
Ω

g

• f, g, v, w ∈ L+, f − g
f.ü.
= v − w ⇒

∫
Ω

f −
∫
Ω

g =
∫

Ω
v −

∫
Ω

w

•
∫
Ω

: L1 → �

erfüllt die Eigenschaften eines Integrals.

• [a, b] ⊂ �

kompaktes Intervall, f : [a, b] → �

: f ∈ Rb
a ⇒ f ∈ L1

(
[a, b]

)

• f : Q :=
∏n

i=1[ai, bi] →

�

stetig ⇒ f ∈ L1(Q),
∫

Q
f =

∫ b1

a1
..

∫ bn

an
f(x1, .., xn)dx1..dxn

• M1, M2 integrierbar, M1 ⊂ M2 ⇒ µ(M1) ≤ µ(M2)

• M Nullmenge ⇔ M integrierbar, µ(M) = 0
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• µn(M) = 0 ∀M ⊂ �

n−1 ⊂ �

n

• M1, M2 ⊂

�

n integrierbar ⇒ M1 ∪ M2, M1 ∩ M2, M1\M2 integrierbar und es gilt:

– µ(M1 ∪ M2) = µ(M1) + µ(M2) − µ(M1 ∩ M2)

– µ(M1\M2) = µ
(
M1\(M1 ∪ M2)

)
= µ(M1) − µ(M1 ∩ M2)

• U ⊂ �

n offen ⇒ ∃(fk)k ∈ K(

�

n) : suppfk ⊂ U, 0 ≤ fk ≤ fk+1 ∀k ∈ �

, fk(x)
k→∞−→

χU(x)

– U beschränkt ⇒ (fk)k Fundamentalfolge, χK ∈ L+(

�

n), U integrierbar

• K ⊂ �

n kompakt ⇒ K integrierbar, χK ∈ L1(

�

n)

• A ⊂ �

n Nullmenge ⇔ ∀ε > 0 ∃Uε ⊂

�

n offen, intbar: A ⊂ Uε, µ(Uε) < ε

11 Berechnung von Integralen und Volumina

Definitionen

• I ⊂ [0,∞), r, R ∈ �

+, ||.|| := ||.||2:

– Kn(I) := {x ∈ �

n : ||x|| ∈ I}
– Bn(R) := Kn([0, R]) = {x ∈ �

n : ||x|| ≤ R}
– Kn([r, R]) := {x ∈ �

n : r ≤ ||x|| ≤ R} Kreisring, Annulus

– Kn

(
(r,∞)

)
:= {x ∈ �

n : r < ||x||}
– f rotationssymmetsich :⇔ g : I → �

, f : Kn(I) → �

, x 7→ g(||x||)

• K ⊂ �

n mit konstanter Massendichte µ :⇔ µ : K → (0,∞), x → const. Massen-
dichtefunktion

– M(K) :=
∫

K
µ(x)dx Gesamtmasse des Körpers

– M(K) 6= 0 : S(K) := 1
M(K)




∫
K

x1µ(x)dx
...∫

K
xnµ(x)dx


 Schwerpunkt von K

Sätze

• Transformationssatz: U, V ⊂ �

n offen, Φ : U → V C1-Diffeomorphismus, f : V →

�

, g : U → �

, x 7→ f
(
Φ(x)

)
| detDΦ(x)| : f ∈ L1(V ) ⇔ g ∈ L1(U) (⇒

∫
V

f =
∫

U
g)

• M ⊂ �

n integrierbar, a ∈ �⇒ aM := {ax : x ∈ M} integrierbar, µ(aM) = |a|nµ(M)

• U, V ⊂ �

n offen, Φ : U → V C1-Diffeomorphismus:

– A ⊂ U Nullmenge ⇔ Φ(A) Nullmenge

– B ⊂ V Nullmenge ⇔ Φ−1(B) Nullmenge
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• Satz von Fubini: f :

�

m+n → �

, y ∈ �

n, f(·, y) :

�

m → �

, x 7→ f(x, y), f ∈
L1(

�

m+n) ⇒ ∃A ⊂ �

n Nullmenge: ∀y ∈ �

n\A f(·, y) ∈ L1(

�

m),

F :

�

n → �

, y →
{∫

�

m f(x, y)dx y 6∈ A

0 y ∈ A
∈ L(

�

n),
∫

�

m+n f =
∫

�
n F

• I ⊂ [0,∞) Intervall, g : I → �

, f : Kn(I) → �

, x 7→ g(||x||) (f rotationssymmetrisch) :
f ∈ �1

(
Kn(I)

)
⇔ h : I → �

, x 7→ xn−1g(x) integrierbar, h ∈ �1(I)
⇒

∫
Kn(I)

f = nτn

∫
I
h, wobei τn := voln

(
Bn(1)

)

•
∫

� e−t2dt =
√

π

• a ∈ �

, fa :

�\{0} → �

, x 7→ ||x||2a:

– fa über Bn oder Bn(R) integrierbar ⇔ a > −n

– fa über

�

n\Bn oder

�

n\Bn(R) integrierbar ⇔ a < −n

• Cavalieri’sches Prinzip: K ⊂ �
n kompakt, Kt := {x ∈ �

n−1 : (x, t) ∈ K} ⊂

�

n ∀t ∈ �⇒ voln(K) =
∫

� voln−1dt

• K ⊂ �

n mit konstanter Massendichte µ, T ∈ O(n) orthogonale Matrix, b ∈ �

n, L :=
T (K) + b = {Tx + b : x ∈ K}Rightarrow S(L) = T

(
S(K)

)
+ b

12 Kurvenintegrale

Definitionen

• γ : I → �

n Kurve bzw. Weg in

�

n :⇔ I ⊂ �

Intervall, γ stetig

– γ(I) Spur der Kurve

– γ stückweise differenzierbar :⇔ ∃a1, .., ak ∈ I : γ|I\{a1,..,ak} diff.bar, ∀ai, i =
1, .., k ∃ rechts- und linksseitige Ableitungen

– γ stückweise diff.bar: γ′(t) = γ̇(t), t ∈ I\{a1, .., ak} Geschwindigkeitsvektor
von γ zur Zeit t

– γ stückweise diff.bar: γ nach der Bogenlänge parametrisiert :⇔ ||γ̇(t)||2 =
1 ∀t ∈ I\{a1, .., an}

– γ stückweise diff.bar: L(γ) :=
∫

I
||γ̇(t)||2dt Länge von γ

• γ ◦ σ : J → �

n Umparametrisierung von γ : I → �

n :⇔ σ : J → I bijektiv, σ, σ−1

stetig

• γ : I → �

n stückweise C1, f : γ(I) → �

stetig:∫
γ
fds :=

∫
I
f
(
γ(t)

)
||γ̇(t)||dt skalares Kurven- bzw. Wegintegral von f längs γ

• v Vektorfeld auf Ω ⊂ �

n :⇔ v : ω → �

n stetig

– v ∈ Ck : v Ck-Vektorfeld

– γ : I → Ω stückweise C1-Kurve:
∫

γ
< v, dx >:=

∫
I

< v
(
γ(t)

)
, γ̇(t) > dt :=∫

I

∑n

k=1 vk

(
γ(t)

)
γ̇k(t)dt vektorielles Kurven- bzw. Wegintegral von v längs γ
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– v konservativ bzw. exakt :⇔ [γi : [ai, bi] → Ω, i = 1, 2 Wege ⇒
∫

γ1
< v, dx >=∫

γ2
< v, dx >]

Sätze

• γ : I → �

Kurve, γ ◦ σ : J → �

Umparametrisierung ⇒ γ(I) = (γ ◦ σ)(J)

• γ : I → �

n stückweise C1, f : γ(I) → �

stetig, γ̃ := σ ◦ γ Umparametrisierung
⇒

∫
γ
fds =

∫
eγ
fds

• γ stückweise C1-Kurve, γ ◦ σ Umparametrisierung:

– σ̇ > 0 ⇒
∫

γ
< v, dx >=

∫
γ ◦ σ < v, dx >

– σ̇ < 0 ⇒
∫

γ
< v, dx >= −

∫
γ ◦ σ < v, dx >

• Ω ⊂ �

n offen, F : Ω → Ω ∈ C1, v = ∇F : Ω → �

n Gradientenvektorfeld ⇒ v

konservativ

• Ω ⊂ �

n offen, v : Ω → �

n konservativ ⇒ ∃F : Ω → �

n ∈ �

1 : v = ∇F

(F Stammfunktion bzw. Potential von v)


