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Sara Adams Zusammenfassung zu Analysis 11 - SS 2003

1 Topologie des R"

Definitionen

o R":={(z1,...,x,)T : z; € R} (ist R-Vektorraum mit den Verkniipfungen:)

= (@1, )T 4 W15 oo )T = (21 + Y1, o, T+ y) T Addition
= A (@1, )T = (A 21,0, A - 20)T, X € R Skalarmultiplikation

e Norm auf dem Vektorraum V : ||.|| : V — R{ mit:

lL.zeV, ||lz|]|=0= =0

2. | Az|| = |\ ||lz|] YzeV,AeR

3 lz 4yl < ||lz|]| + ||lyll Yo,y €V (Dreiecksungleichung)
e normierter Vektorraum: Vektorraum mit dazugehériger Norm (V/ |[|.][)
epe(l,o0): p-Normin R": |||[,: R" = R,z — (X, |..Lk‘p)%

— p = 1: Einsnorm

— p = 2: euklidische Norm
e Supremumsnorm in R": |||l : R" = R,z — max{|z;|: k=1,...,n}
e Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V : <,>:V xV — R:

1. <z 422,y >=< 21,y >+ < T2,y > Vr1,29,y € V (Additivitit)
2. <Ar,y>= X <zy> VIER,z,y €V (Homogenitit)

3. <wzy>=<y,x> Vr,y€V (Symmetrie)

4. 0# 2 €V = <z,z>>0 (positiv definit)

e z,y € R": zorthogonal zuy < z Ly (& <z,y>=0

<x,Yy>
[<zy>|
[fell2

e orthogonale Projektion auf Rz,z € R*: P:R" — Ra,y —
e Metrik auf X : d: X x X — R (Abstand von zwei Elementen):

1. d(z,y) =0 & z=y
2. d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
3. d(z,y)+d(y,z) > d(x,z) (Dreiecksungleichung)

e metrischer Raum: Menge mit dazugehoriger Metrik (X, d)
o d,: R"xR" = Ry, (z,y) — ||z —y|l, Metrik auf R™

— p = 2: euklidischer Abstand

(X, d) metrischer Raum, (zy);, Folge in X, z € X:

k—oo

— (zr)r konvergiert gegen v < 1z Y e d Tp, T) —
geg
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. . k—o0
x Limes/Grenzwert von (z;); € = = limy_o ), 1< T —

l—00

« Haufungspunkt von (z), < oy, ) C (zp)y: ap — @

(xx)r Cauchyfolge & Ve > 03N € N: d(zy,2) <e Vk,I>N
Y C X beschrinkt < sup{d(z,y): 2,y €Y} < o0

(@k)r beschrinkt :< {z;: k € N} beschrinkt

r>0: Uz) :={y € X: d(z,y) <r} offene r-Umgebung um z

)
r>0: B.(z):={y € X: d(z,y) <r} abgeschlossene r-Umgebung um z

- Y. ZCX, Y#0#Z: d(Y,Z):=inf{d(y,z): y €Y,z € Z} Abstand zwischen

Y und Z

Y CX: Y =clos(Y):={x € X: z Grenzwert einer Folge in Y} Abschluf} von
Yin X

Y= mt(Y):={yeY: Ir>0: U(y) CY} Inneres von Y

e Obige Begriffe gelten auch fiir normierte Vektorrdume mit d(z,y) := ||z — y||

o [LILII]: R™ — [0,00) Aqgivalent :< Ja,b > 0: al|lz|| < |||z||]| < b||z|| Vz € R™

e (X,d) metrischer Raum, A C X

Sitze

A abgeschlossen (bzgl. d) & [(zx)r C A,z =z A]
A offen :& X\ A abgeschlossen
A kompakt < A abgeschlossen und beschrénkt

— (Uy)ier offene Uberdeckung von A 1 U; offen Vie I, A C Uier Us
— (Ui)ier endliche offene I"Jberdeckung von A & (U)er offene Uberdeckung

von A, |I| < oo
(Ui)ies Teiliiberdeckung von | J,., U; & J C 1, AC U, Us

e Fiir p € [1,00] ist ||.||, eine Norm auf R™

p_
P l<p<oo

e pe(lo0,g:=11 p =00 , x,y € R™:

oo p=1

| <z,y>|<|lz|l, llyll, Ho6lder-Ungleichung

p=q=2:|<zy>|<|z]l2-|lyl]lz Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o <,y >=|lz]l2-||yl]2 - cos(p), ¢ € [0, 7] eingeschlossener Winkel zwischen 2 und y

o (z); in (R™ ||.]|2) beschriankt = () besitzt Hiufungspunkt

o (zp)in (R™[|.]l2) :  (z%)r konvergent < (z;)i konvergent Vj € {1,..,n}

o (z1) in (R™,||.||2) konvergent < (x), Cauchyfolge
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e ||| : R* = R Norm auf R* = Ja,b > 0: b||z||e < ||z]| < a]|z]|o

e Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

o 111111 : B = [0,00) Normen = [L[], ||l fquivalent

e (X,d) metrischer Raum, AC X: Aoffenin X Vzae AIr>0: U (z)CA

e ACR"
A kompakt

& Jede offene Uberdeckung von A hat eine endliche Teiliiberdeckung
< Jede Folge in A hat einen Héufungspunkt in A

2 Stetige Funktionen

Definitionen
o (X,d), (X' d') metrische Ridume:
— [:X - X' stetigina € X :& [(zp)r C X,z Y = f(zx) pd f(a)]
— f: X — X' stetig ;& [ stetiginaVa € X
o L(R",R™):={L:R" — R™:; L linear}
e L:R" — R™ linear: ||L||zgnrm) := sup{||Lz||gm : = € R",||z||g~ < 1}

o f: X > X': f71(A):={re X: f(z) € A} Urbildmenge von A C X’

Sétze
e DCR',f:D—R" fj:D—R,fz)= (fl(T),jn(T))T : f stetig & f; stetig
Vi=1,..m

e (X,d) metrischer Raum, f,g: X — R :
— figstetiginae X = f=xg,f-gstetigina
— f,g stetigin a € X,g(a) #0 = g:{xeX: g(x) # 0} — R stetig in a

e (X,d), (X' d), (X", d") metrische Rdume, f: X — X', g: X' — X" :
f stetig in a € X, g stetig in f(a) = fog stetig in a

o (X,d), (X', d') metrische Rédume, f: X — X' a € X:

[ stetigina < Ve >035>0: [d(z,a) <= d(f(z),[f(a)) <e]
e [ :R" — R™ linear = L stetig
e L(R" R™) Vektorraum mit Dimension n - m

o L:R" — R™ linear = ||L||g@ngrm) < 00, ||Lz||rm < ||L||z@nmm) - ||2]|&"

e K C R™ kompakt, f: K — R™ stetig = f(K) C R™ kompakt
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e K C R" kompakt, f: K — R stetig = TTmax, Tmin € K f(Tmax) = sup{f(z): z €
K}, f(xmin) = inf{f(z) : z € K}
e (X,d), (X' d') metrische Riume:
f stetig
< [AC X offen = f~1(A) offen]
< [A C X' abgeschlossen = f~!(A) abgeschlossen]
e f:R" — R stetig, a € R™:
—{zeR": f(z) < a} offen
— {x € R": f(zr) < a} abgeschlossen
— {& € R": f(z) = a} abgeschlossen

3 Differenzierbare Abbildungen - Begriffe

In diesem Abschnitt sei D C R" stets offen.

Definitionen
e f:D—-R™acD:

— [ differenzierbar in a« & 3L € L(R",R™) : f(a+ h) = f(a) + L(h) +
iy, e =2

— f differenzierbar :< f differenzierbar in a Va € D

— Df(a) = f'(a) :== L : R® — R™ Ableitung/Differential von f in a

— [ stetig differentierbar :< f diff.bar, Df : D — L(R™, R™) stetig

— [ bei a in Richtung v € R" ableitbar :< 3 lim,_o £ (f(a + hv) — f(a))

— D,f(a) :=limp_g }—l(f(a + hv) — f(a)) Richtungsableitung von f bei a in Rich-
tung v

— D,f(a) =d;f(a) = %(a) i-te partielle Ableitung von fina:& v=e;

dlfl(-T) o dnfi
— D f(z) hat Matrixdarstellung Jacobi-Matrix J;(z) = : :
dlfm(x) e dnfm

e Vf(a) Gradient von f: D - Rina:e Df(a)w=<Vf(a),w> YweR"

Siatze
e f: D — R™diff.bar in D = f stetig in D
o f: D — R™ stetig diff.bar & f; : D — R stetig diff.bar Vi =1,..,m

e f: D — Rdiffbarina € D,Df(a) : R" - R= FwveR": Df(a)w =< v,w >
Yw € R”
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e f: D — R™ 3U Umgebung von a € D : 3 stetige d1f(a),..,d,f(a) : U = R™ = f
diff.bar in a

e f:D—R™
f stetig diff.bar
& Vj=1,.,n3stetiged;f: D —R™
& Vi=1,.,nVi=1,.,m3stetige d;f; : D — R

4 Differenzierbare Abbildungen - Einfache Sitze

In diesem Abschnitt sei D C R” stets offen.

Definitionen

e D offen wegzusammenhingend < Va,b € D 3y : [0,1] — D stetig diff.bar:
7(0) =a,y(1) =b

Satze
o f,g:D—R™ k:D — Rdiffbarin a € D:
- fx9g: D — R"z — f(z)=*g(x) diffbar, D(f £ g)(a) : R* - R™v
Df(a)(v) £ Dg(a)(v)
—k-g:D — R™xzw— k(z)-g(z) diff.bar in a, D(kg) : D — R™,v +— Dk(a)(v) -
g(a) + k(a) - Dg(a)(v) Produktregel
— k(D) C R\{0} = 1 :D —R\{0} : z— - diff bar in a,D(%)(a) R* - R,v—

f(=z)
—f(i)sz(a)(v) Quotientenregel

o Kettenregel: D; C R", D, C R™ offen, f: D; — R™,g: D, —» R/, f diffbarina €
Dy, gdiffbarin f(a) € D, = gof: Dy — R! diff.barina, D(gof) = Dg(f(a))on(a)

e Mittelwertsatz: f : D — R diff.bar, a,b € D,3y : [0,1] — D stetig diff.bar: v(0) =
a,9(1)=b= 3r€[0,1]: f(b) = f(a) = Df(v(7)) (7 (7))

e D offen wegzusammenhéngend, f: D — R :
f konstant & Df(z) =0,Vf(z)=0 VYzeD

e Schrankensatz: f : D — R diff.bar, a,b € D,y : [0,1] — D,t — (1 — t)a + tb =
|£(b) = f(a)| < supyeon |IV.f (v(D) ]2 - [la —bll2

o /D — R stetig ditbar, a,b € D, 7+ [0,1] = D, o> (1~ f)a-+ 1= f(5) ~ [(a) =
JEDF(v(1)- 7 (1)t

e Schrankensatz in R™: f : D — R™ stetig diff.bar, a,b € D, v : [0,1] — D,t
(1 =tla+tb=[[f(b) = f(@)ll> < supreppy IDf ()| crn rem) - ([0 — all2

o w:[0,1] — R™ stetig = || [ w(t)dt]|| < [} [[w(t)||dt
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5 Ho6here Ableitungen und Taylor’sche Formel

In diesem Abschnitt sei D C R" stets offen.

Definitionen
e L2(R" x R",R™) := {B:R" x R" —» R™: B bilinear}
o f:D—-R™:
— f zweimal stetig diff.bar :< D,f: D — R™ diff.bar Vv € R"
— D?f(a) : R" x R" — R™, (v,w) — D(D,f(a))(w)

— f k-mal diff.bar :< f (k—1)-mal stetig diff.bar, D — R™, z — D! f(z)((v™, ..
diff.bar

= D¥f(a) (0, ., v®) := D(D*D f(a) (0, .., v* D)) (v®)
— f k-mal stetig diff.bar :& f k-mal diff.bar, Dz : (R")*R™, (2,00, .., v®) s
DEf(z)(vM, .. v®) stetig
o C¥(D,R™) :={f: D — R™: f k-mal stetig diff.bar}
e f: D — R™ k-mal stetig partiell diff.bar :< 3 alle part. Ableitungen von f stetig
e f:D—ReC: T'f(a) k-tes Taylorpolynom von f in a < T*f(a) : R® —
R,z — f(a) + Df(a)(z —a) + .. + 5D*f(a)(z — aV, ;2 — a®)

e f: D — f(D) C R™ Ck-Diffeomorphismus :< f bijektiv, f, f~' € C*

Sitze
o L2(R" x R",R™) ~ L(R", £(R", R"™))
e D2f(a) € L2R" x R",R™) bilinear
e f:D — R™ 2-mal diff.bar = D?f(a) symmetrisch (D*f(a)(v,w) = D*f(a)(w,v))

n 2
o D?f(a)(v,w) = Zi,j:l %(a)viwj

e f:D—R™
f k-mal stetig partiell diff.bar
< alle part. Ableitungen von f bzw. fi,.., f,, existieren und sind stetig
A4 f eck(D>]Rm)7f:(flauvfm)T
< fi: D — R k-mal stetig diff.bar Vi =1,..,m

e f:D—ReC*' acDveR": a+tveDVte[0,1] =
fla+v) = f(a) + Df(a)(v) + 3 D*f(a)(v,v) + .. + 5 D% f(a) (0D, .,v®) + Ryy1(a,v),
Ir € (0,1) : Rptila,v) = ﬁDk“f(a + 7v) (v ., pEFD)

o f:D—ReC" = f(z) =T f(a)(x) + R,z —a), v:i=z—a: Zale) 20

oIl

o M:R™™ x R™" — R™™" (A, B) — A-B €C® DM(A,B)(X,Y) =AY + XB
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e GL(n) = GL(n,R) := {A € R™": det(A) # 0} offene Teilmenge von R™*",
inv: GL(n) = GL(n),A— A7 €C*®, Dinv(4)(X)=-A"1-X A"

e UCR"V CR™ f:U — V bijektiv, f,f':V — U diff.bar:

— Df(z) : R® — R™ Isomorphismus Vz € U, (Df(l’)y1 =Df(f(z)) : R" - R"
—feck= fleck

6 Lokale Extrema

In diesem Abschnitt sei D C R" offen und f: D — R € C2.

6.1 Lokale Extrema ohne Nebenbedingungen

Definitionen
e a € D lokales Minimum von f & 3r>0: [z € Uy(a) = f(z) > f(a)]
e a € D striktes lokales Min. von f & 3r >0: [z € U.(a)\{a} = f(z) > f(a)]
e a € D lokales Maximum von [ :< 3r>0: [z € Uy(a) = f(z) < f(a)]
e o € D striktes lokales Max. von f = 3r > 0: [z € U.(a)\{a} = f(z) < f(a)]
e a € D kritischer Punkt von f & Vf(a) =0
e (Q¢(a) Hesse’sche Form von f ina € D:& Q(a) : R™ — R,v— D*f(a)(v,v)
e Hy(a) Hesse’sche Matrix von f ina € D & Hy(a) = (did;)ij=1,.n

e Qg die zu S € R™*" gehorige quadratische Form :< S symmetrisch, Qg : R" —
R,v —< Sv,v >
— Qs positiv definit :& Qg(v) >0 Vv e R"
— Qs negativ definit ;< Qs(v) <0 YveR"
— Qs positiv semidefinit :<& Qgs(v) >0 Yv e R"
— s negativ semidefinit ;& Qg(v) <0 Vv eR™
— Qg indefinit :& Jv,w e R": Qv) < 0 < Q(w)

Sétze
e o € D lokales Extremum (Minimum oder Maximum) von f = Vf(a) =0
o Qs(tv) =t?Qs(v) VteR,veR"
e a € D kritischer Punkt von f:

— Qy(a) positiv definit = a striktes lokales Minimum
— Qy(a) negativ definit = a striktes lokales Maximum
— Qy(a) indefinit = a kein lokales Extremum

— a lokales Minimum = Q/(a) positiv semidefinit

— a lokales Maximum = @Q(a) negativ semidefinit
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6.2 Lokale Extrema unter Nebenbedingungen

Es seien f,g1,..,9t : D — R, ¢1, .., ¢ gegeben. Wir suchen Extrema von fi(.ep: g;(c)=c;, i=1,..k}
bzw. Extrema von f unter der Nebenbedingung ¢g; = ¢; Vi = 1, .., k. Im Folgenden wird der
Spezialfall betrachtet, dass g; linear ist Vi = 1, .., k. Wir schreiben:

91 ay ... Qip
g=|:|:R"-Rz+— Do, - x
Ik ag1 -..  Qgp

e Nebenbedingung g = ¢ € R* reguliir :& ¢: R" — R* surjektiv

e T Extremum von fix = Vf(T)LKemng = {z € R": g(z) =0} & 3I\,., A\ €R
Lagrange-Multiplikatoren: Vf(7) = Zle AiVgi(T)

7 Satz von der lokalen Umkehrfunktion

In diesem Abschnitt sei D C R" stets offen.

Definitionen

e [ lokal um « invertierbar :< 33U C D offene Umgebung von a : V = f(U) offen,
fiv : U — V C'-Diffeomorphismus

e (X,d) metrischer Raum:

— (X, d) vollsténdig :< jede Cauchyfolge in X ist konvergent
— g: X — X Kontraktion :& Ja € (0,1) : d(g(z),9(y)) < a-d(z,y) Vz,y € X

Sitze

e Banach’scher Fixpunktsatz: (X,d) vollstindiger, metrischer Raum, g : X — X
Kontraktion = 3!'7 € X : ¢(%) =7, ¢"(w) UXF Ve e X

e Satz von der lokalen Umkehrfunktion: f: D — R" € C',a € D, det Js(a) # 0 =
3U c D offene Umgebung von a: V = f(U) offen, fiy : U — V C'-Diffeomorphismus

- fecCt= (fy)teck

8 Satz iiber die implizite Funktion

8.1 Satz iiber die implizite Funktion

e g: D), — R" A\ — z, implizit definiert ;< ¢ eindeutig bestimmt durch eine Glei-
chung fi(zx) =0, fr: Dy — R™, D, C R offen

e Satz iiber die implizite Funktion: D C RF x R" offen, f : D — R™ € C",r >
1, f(Mo, zo) = 0, D fy)(z0) : R* — R™ Isomorphismus = 3 offene Umgebungen U; von
o in RE, Uy von mp in R%, g : Up — Ug, A= 2y €C": [f(\,2) =0,A € Uy,x € Uy &
z=ay=g())]
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8.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Es seien f,q1,..,9x : D — R, c1,..,¢c, gegeben, D C R"™ offen. Wir suchen Extrema von
J{{zeD: gi(z)=c;, i=1,..k} Pzw. Extrema von f unter der Nebenbedingung g; = ¢; Vi = 1,.., k.
Dazusei M :={x € D: g(x) =c} =g '(c).

e Nebenbedingungen g = ¢ regulér in 79 € M :& Dg(zg) : R® — R* surjektiv

e Nebenbedingungen g = ¢ regulér :< Nebenbedingungen regulidr in x Vr € M
digi(zo) ... dngi(xo)

e Jacobimatrix Jy(zy) = : :
dige(zo) ... dugi(zo)

Dg(xo) surjektiv & Jy(xg) besitzt eine k& x k Untermatrix, die invertierbar ist

Lagrange Multiplikatorenregel: 7 € M Extremum von fjy;, Nb. reguldr in 7 =
I, ER: V(T = ZZ 1 AiVyi(T) & Vf(T)L KernDyg(T)

— \; Lagrange-Multiplikatoren
—x € M: Vf(z)L KernDg(z) kritischer Punkt von fja
— @ kritischer Punkt = f(z) kritischer Wert

8.3 Untermannigfaltigkeiten
In diesem Abschnitt sei D C R" stets offen.

Definitionen

e r>0: M C R"C"—Untermanigfaltigkeit der Dimension m € {0,..,n} & Vp¢€
M 33U C R™ offene Umgebung um p : U N M Graph einer C"—Funktion, d.h. es gibt

J = [t} © {1 o}

J = AL .,n\J ={i1, -, in-m}
;g = (x5, 7]m)

Iy = (i, - oy Ly m)T

h: V—>]R” " VCR™offen: UNM = {z € R": x; € V,z; = h(x;)}
e cregulirer Wert von g: D — R* :& [g(z) =c= Dg(z): R" — RF surjektiv]

o T,M := {x € R" : w7 = Dh(p;)x;} Tangentialraum von M in p &= p € M,M C
R" m-dim. C"-Untermannigfaltigkeit, » > 1, h : V — R"™ wie in der Def. von
Untermannigfaltigkeiten

Sitze

eg:D — RF € C",r > 1,c € R* reguliirter Wert von ¢ = M = g~'(c) C'-
Untermannigfaltigkeit von R" der Dimension m =n — k

e g:D—RFeC r>1,ce RFregulirer Wert von g, M := g~!(c) C"-Untermannigfaltigkei
dim(M)=n—k,pe M = T,M ={z € R": Dg(p)x =0} = KernDg(p)
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o 01,91 : D — R €C e e RF reguliirer Wert von g = (g1, .., gx)T, M = g~1(c):

— p € M kritischer Punkt von fjas < p € M kritischer Punkt von f,17,n  bzw.

— p kritischer Punkt von f unter Nb. g(z) = ¢ < p kritischer Punkt von f unter
Nb. z —p € T,M = KernDg(p) (infinitisimale Nebenbedingung)

9 Integration stetiger Funktionen mit kompaktem Triger

Definitionen

e f:D—R,DCR": supp(f):={zx € D: f(zx)#0} =R"\f~1(0) Tréger von f

e D CR"offen: K(D):={f:D — R: suppf C D} (ein R-Vektorraum)
o [z KR") =R, f— [p.f = Jgnf(@)dz induktiv definiert durch:

—n=1:a>0suppf C[—a,a]: [;:= fa f(z)dz

—n—n+1: a>0: suppf C [~a,a" : fRan = f]R" r)dz, ¢ : R" —
R,z — ffa f(t,x)dt

Sitze

e [a,b] kompaktes Intervall, U C R", f : [a,b] x U — R stetig = ¢ : U — R,y —
fabf(t, y)dt stetig

e f.ge K(R"), (fr)r C K(R"), veR", a,f €R:

— Linearitét: [p.(af +89) =a [g. [+ 8 [z 9

— Monotonie: f <g= [p.f< [gng

— Translationsinvarianz: 7,f : R* — R,z — f(z —v) € KR") = [ f
S Tof

— Stetigkeit: Ja > 0 : suppfr C [—a,a]” Vk € N, (fi)r gleichmiBig konvergent
gezen £ € K(R?) (lfu— Sl =5 0) = fyo 55 fo f

k—o0 k—o0

° (fk)k C K(]Rn)fk > fk+1 Vk € ]N,fk( ) — 0Vr € R" = f]R’L fk — 0
o [pf=vol{(z,t): 0<t< f(x)} —vol{(z,t): f(z) <t <0}

e f€ KR"),Q:=suppf C [~a, a} keN,je{0, w281 Qpy = T10Cy Tjns Gk =
(—a+ 2y Teg, = [0+ 520, —a + J’,Tl a
= f]Rn f = hmk—soc Z]E{O,..,T‘—l}" f(ak,J)VOLLQk,j

e Satz von Fubini: f € K(R"),w € ), Permutation, suppf C [—a,a]” = [g. f
SO Fla, o an)daey - A2

. Substitutionsregel f € K[R),suppf C [~a,al,a,b € Rya # 0 = [, flax +
b)laldz = [ f(y)dy



Sara Adams Zusammenfassung zu Analysis II - SS 2003 13

e Substitutionregel fiir lineare Abbildungen des R": A e R¥™ detA # 0,0 €
R, f € K(R") = [;. f(Az+Db)|det Aldx = [g. f(y)dy = [z. |

e Transformationssatz: ® : R® — R" C!-Diffeomorphismus, f € K(R")
= [oo f(2(2))] det DO (2)|dz = [g. f(y)dy

e allg. Transformationssatz: U,V C R” offen, ® : U — V C!-Diffeomorphismus,
feEK(V)={g:V - R: g stetig, suppg C V kompakt}
= [fy f(®(x))]det DO(x)|dz = [, f(y)dy

e partielle Integration: f € K(R") UC!(R"),g € C}*(R"™):

7:>th(1]‘ drffwdffo i=1,.
- e e glos = — fy fg o)

10 Integrierbare Funktionen

Definitionen

¢ [, : £ — R Integral auf der Menge Q:& Vf, g,/ : Q—>ReLkeN, a,beR:

— Linearitét: [,(af +bg) =a [, f|+b[,9

— Monotonie: f <g= [, < [,9

= fi = fir1 VE € N limp oo fr(@) =0Vz € Q = limy_oo [y f5 =0
- IfleL

e (fi)r C £ Fundamentalfolge :< fi < fii1 Vk € N, limy_ o fn fr < o0

e A C Q Nullmenge :< 3 Fundamentalfolge (fi)r C L: fe(z) Y oV e A

o * gilt fast tiberall (f.ii.) :< * gilt auBerhalb einer Nullmenge (Va € Q\ A, A Nullmenge)
o [:Q— R e Lt I Fundamentalfolge (fy)r C L: fi(x) pcd f(z) £

o [:Q—ReL(fr)r CL Fundamentalfolge mit f(z) oy f(z) fi.:
Jof =lmy_o [, fe  (wohldefiniert)

eu:Q—Rell: e Ifgeclt:u=f—g
ceu:Q—-Rellu=f—g figelt: [qu:=[,f—[,9 (wohldefiniert)
e L=K®R"),QCR™

— u Lebesgue-integrierbar :< u € £!

- fRn u Lebesgue-Integral von v < u € L}
flz) zeQ
0 & Q
— f:Q — R Lebesgue-integrierbar < f € £() & f Lebesgue-integrierbar

triviale Erweiterung von f

- f:Q-=R: f':]R”H]R,:L'H{
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- [Q-ReLNY): [, f = jR,,

1 zeM

integrierbar
0 ¢ M

M C R" integrierbar :& yy :R" — R,z — {

— vol(M) := pu(M) fM 1y = fRn Xm Volumen bzw. Mafl von M
M C R" messbar :<& M N Bg(0) ={x € M : ||z||s < R} integrierbar VR > 0
M messbar, nicht integrierbar: (M) =
=t : {M CR": M messbar} — [0, 0] Lebesgue-Maf}

Satze

1,9 € L= max{f, g}, min{f, g}, /= max{f,0}, /7 := min{f,0} € £

Ay, Nullmenge Vk € N = (J, oy Ax Nullmenge

Q C R, Q" C R" sind Nullmengen.

o (W CL fi>fin>0VkeN, fi =¥ 0fi = [, =70

o (filk (9)s C £ Fundamentalfolgen, £(x) = limy oo ful) < lime oo gu(a) = g(a) =
limy oo fo fo < limpoo [, gk

LccLt

fg:QoR el fRg= gelt [Lg=fyf

1 zeq@Q

eLt, [.xgn=0
0 zgQ rijXQ

L=K(R"): f—XQn:R”—>]R,I>—>{

f,ge Lt a,b>0:

— max{f, g}, min{f, g}, f* € LT
af +bge LT, [J(af +bg)=a [, f+b[,9g

- fgti= [ f < [y
f,g,v,well*,f—gf':ﬁ'v—w# fgf_fgg:fgv_fgw

Jo 1 L' — R erfiillt die Eigenschaften eines Integrals.

[a,b] C R kompaktes Intervall, f : [a,b] = R: f€ R, = f € L([a,b])
[ Q=TT ylaibi] — Rostetig = f € LYQ), [ f = [ [\ f(w1, ., 2,)dayda,
My, My integrierbar, My C My = p(My) < p(Ms)

M Nullmenge < M integrierbar, (M) =0
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o 1,(M)=0 VM CR*'CR"

My, My C R™ integrierbar = M U My, My N Ms, My \ M, integrierbar und es gilt:
]\11\]\[2 (]L[l (MU ]Wz)) = u(My) — u(My N M)

U C R” offen = I(fe)r € K(R") : suppfy C U,0 < fi < frp1 Vk € N, fi(x) hop
xu(x)

— U beschrénkt = (fi,)r Fundamentalfolge, xx € LT (R"), U integrierbar
e K C R" kompakt = K integrierbar, yx € £(R")
e A C R" Nullmenge < Ve > 0 3U. C R” offen, intbar: A C U., u(Us) < ¢

11 Berechnung von Integralen und Volumina

Definitionen
e [ C[0,00),r,Re R, ||| := |||
— Ku(I):={z € R": ||z[| € I}
— BM(R) = Ko([0, ) = {w ¢ R": |jal| < R}
— K,([r,R]) :={z € R": r <||z|| < R} Kreisring, Annulus
— K,((r,00)) :={z e R": r <||z|[}
— [ rotationssymmetsich :< ¢: I — R, f: K,(I) = R,z g(||z]|)

e K C R™ mit konstanter Massendichte ;< p: K — (0,00),2 — const. Massen-
dichtefunktion

- M(K):= [, pu(z)dz Gesamtmasse des Korpers

S Tip(x)de

- M(K)#0: S(K):= M(lK) Schwerpunkt von K

S Tap(z)da
Siatze

e Transformationssatz: U,V C R" offen, ® : U — V C!- Diffcomorphismus f:V -
]R7g:UHR,IHf(@(x))\doth)(x)\: feLi(v) & ge (U éfvf ng

e M C R™ integrierbar, a € R = aM := {ax : x € M} integrierbar, p(aM) = |a|"u(M)
e U,V C R" offen, ® : U — V C!-Diffeomorphismus:

— A C U Nullmenge < ®(A) Nullmenge
— B C V Nullmenge < &~!(B) Nullmenge
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e Satz von Fubini: f : R™™ — R, y € R", f(-,y) : R™ — R,z — f(z,y),f €
LYBR™") = JACR"® Nullmenge Vy € R™\A f(-,y) € LYBR™),

z,y)dz A
e VEA LR, [ f = o F

Z*—':]R”—>]R,y—>{ij
€A

e [ C[0,00) Intervall, g: I — R, f: K,,(I) = R,z — g(||z||) (f rotationssymmetrisch) :
feLY(K,(I)) < h:I— R,z 2" 'g(z) integrierbar, h € L(I)

= f,(n(,) f=nm, f, h, wobei 7, := voln(B"(l))

Jpefdt= 7

a€R, fo : R\{0} = R,z — [|a]|":

— fa iiber B™ oder B"(R) integrierbar < a > —n
— fa iiber R™\B" oder R™\ B"(R) integrierbar < a < —n

e Cavalieri’sches Prinzip K C R" kompakt, K; := {z € R*! : (2,t) € K} C
R*"Vt € R = vol,(K) = [g vol,_1dt

e K C R™ mit konstanter Massendichte p, T e n) orthogonale Matrix, b € R”, L :=
T(K)+b={Tz+b: z € K}Rightarrow S(L) = T(S(K)) +

12 Kurvenintegrale

Definitionen
e v:] — R" Kurve bzw. Weg in R" :< I C R Intervall, v stetig

— v(I) Spur der Kurve

— 7 stiickweise differenzierbar < Jai,..,ar € I : Yn\(a,.,q,) diff-bar, Va;,i =
1,.., k 3 rechts- und linksseitige Ableitungen

— v stiickweise diff.bar: 7/(t) = 4(t), t € I\{a,..,ar} Geschwindigkeitsvektor
von 7y zur Zeit t

— ~ stiickweise diff.bar: v nach der Bogenlinge parametrisiert :< ||y(t)|]2 =
1Vt e I\{(lq . (ln}
— 7 stiickweise diff.bar: L(v) := [} |]7(t)||2dt Lénge von ~
e yoo:J — R® Umparametrisierung von v : I — R" < o : J — I bijektiv, 0,07}
stetig

o v : I — R" stiickweise C', f : v(I) — R stetig:
S, fds= [, f (v())|17(t)||dt skalares Kurven- bzw. Wegintegral von f lings ~

e v Vektorfeld auf 2 C R" :& v :w — R" stetig

— v € C*: v C*-Vektorfeld
— 4 : I — Q stiickweise C1-Kurve: f7 < vdz >= [, < v(y(t),4(t) > dt =
S >hz vk (v() 7k (t)dt vektorielles Kurven- bzw. Wegintegral von v lings ~
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— v konservativ bzw. exakt 1< [v; : [a;, 0] — Q,i = 1,2 Wege = jn <wv,dr >=
[ <wv,dz >]
72
Satze
e v:I— R Kurve, yoo :J— R Umparametrisierung = ~(I) = (yo0)(J)

e v : I — R™ stiickweise C', f : v(I) — R stetig, ¥ := o oy Umparametrisierung

= fﬂ/ fds = fﬁfds
e 7 stiickweise C1-Kurve, v o ¢ Umparametrisierung:
-—c>0= f7<v,dx>:ffyoo<v,dx>

—6<0=> f7<7),dx>:7f'yo(7<v,dx>

QC R"offen, F: Q - Q €C', v=VF:Q — R" Gradientenvektorfeld = v
konservativ

e O C R" offen, v : Q — R" konservativ = IF : Q - R" € C': v=VF
(F Stammfunktion bzw. Potential von v)



