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Teil 1
Holomorphe Funktionen

1 Komplexe Zahlen und Funktionen

Grundlagen
e C={z+iy: z,yeR,i®=-1},C =C\{0}
ex=utiycC: R(2)=2,302) =y |zl =22+, 2 =0 —iy, |2 = 27
e z#£0: 1=%

l2]
o 2z = re" = r(cosp + isin ) Polarkoordinaten:
— r = |z| Léinge von z

— ¢ Argument von z : arg: € — (—m, 7

arg(z) € (—m, | : Hauptwert des Arguments
— arg(z) + 2kn, k € Z\{0} & (—m, 7] Nebenwerte des Arguments

Exponentialfunktion exp : € — C, z — Y 7~ %

—exp(0) =1, e =exp(l), e* = exp(z)

(
— exp(w + z) = exp(w) - exp(2)
(

N

= exp(?)

— |exp(2)| = exp(R(2)), |exp(iy)| =1 VyeR

— exp(z) = exp(w) & R(z) = R(w),I(z) — H(w) = 2kn, k€ Z
- exp(C) =C

—expg:Si={z€C: —1<J(z) <7} — C bijektiv

— exp(—2z) = exp(2)7}, exp(z
|

—~

e Sinus, Cosinus sin,cos: C — C

. 2k+1 . .
~ sinz) = Y o(—1) et = L (exp(i2) — exp(—i))
.

— cos(z) = Zi’;o(—l)kékk)! = 1(exp(iz) + exp(—iz))

Definitionen
e log: C — 8,z — In(z) + iarg(z) Hauptwert des komplexen Logarithmus

—w=log(z) = e ==z
— log(z) + 2kmi, k € Z k-ter Nebenwert des Logarithmus
— Y=z w=log+2kmi, k€ Z

eacCbeC: a’:=exp (b log(a)) Hauptwert der Potenz

— exp(b(loga + 2kmi)) = exp(blog(a)) - exp(2kbmi) k-ter Nebenwert der Potenz

—beZ= exp(2kbri)=1VkE€Z

—n €N = 2" eindeutig bestimmt

- 2eQ (nm)=1n>1= an n-wertig
-/ C—C 2 2n = Wexp(i@) Hauptwert der n-ten Wurzel
e D C C Gebiet :< D offen, wegzusammenhéngend

e f: D — RZweig des Arguments :< D C C Gebiet, f stetig, z = |z|exp(7f(z)) Vz e
D

— arg: O\{R"} — (—7,7) Hauptzweig des Arguments

e f: D — C Zweig des Logarithmus :<> D C C Gebiet, f stetig, exp(f(z)) =
z VzeD

—arg:C\{R} - S={2€C: —7 < 3(2) < 7} Hauptzweig des Logarithmus
e f: D — R Zweig der n-ten Wurzel :<< D C C Gebiet, f stetig, f(2)" =z Vze€ D

—arg:C\{R} = {z€C: —T <arg(z) < I} Hauptzweig der n-ten Wurzel

2 Komplex differenzierbare Funktionen

In diesem Abschnitt sei D C C offen und f : D — C, falls nicht anders deklariert.

Definitionen
e [ komplex differenzierbar ina € D :< 3 lim,_,, W = f'(a) = %(”)

o f komplex diff.bar bzw. holomorph :& f komplex diff.bar in a Va € D
— f" Ableitung von f

— f Stammfunktion von f’

e f:R2R? (‘5) — @E;gizzg%) . @8) reelle Schreibweise

e f konform :& f holomorph, f'(z) #0Vz € D
e L :R?>— R? Drehstreckung :& Ja,beR: L(z) = (Z _ab> T

o L:C — C reell linear :< L(aw + bz) = aL(w) + bL(2) Yw,z € C,a,b € R

e L:C — C komplex linear < L(aw + bz) = aL(w) + bL(z) Yw, z € C,a,b € C

f: D — f(D) biholomorph :& f bijektiv und holomorph, f~! holomorph



ot
D

Sitze 3 Das komplexe Kurvenintegral

e fina € D komplex diff.bar = f in a stetig Definitionen
o f komplex diffbar in a € D, f'(a) = . e v :[a,b] — C stiickweise diff.bar bzw. glatt :< ~ stetig, Jay, .., an—1 € [a,b] : a =
© FIr:D—C: f(z)=f(a) + Az —a) +7(2), % =0 ag < .. < o1 < Gy =0 Y|[ayay, stetig diff.bar VE=0,..,n — 1
Q@ g _
& ¢:D—-Czm {)\ z-a . stetig in @ (gﬂt: f(2) = fla) +¢(2)- (= - “)) e DCGC,f:D— C stetig, 7 : [a,b] — C stiickweise glatt: f f(2)dz = f f(ﬁ/ )y (t)dt
komplexes Wegintegral bzw. Kurvenintegral von f langs y

z =

,9: D — C in a komplex diff.bar:
* .9 @ Romplex Gt bat e 5€C,r>0: B(2) ={2€C: |z—2| <r},0B.(20) :={2z€C: |z—2z|=r}

— f £ g in a komplex diff.bar, (f £+ g)'(a) = f'(a) £ ¢'(a) I feyds = | F(o)de = f (20 + retyireidr
® JoB,(z0) = Jlz—zl=r =Jo 0

— f-gin a komplex diff.bar, (f - g)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a)

— fla)#£0= 1 komplex diff. bar, (%)’ (a) = J{(’g‘;g . f7 < Integral iiber einen geschlossenen Weg
e f:D—D g:D —C, fina€ D komplex diff.bar, g in f(a) € D’ komplex diff.bar ¢ L(7) (Bogen-)Lénge von v 1 7 : [a,b] — C, L(7) f [y(t)|dt
= go f in a komplex diff.bar, (go f)'(a) = g'(f(a)) - f'(a)
o > > ,anz" Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 = f : Ug(0) — C,z — > o Sétze
holomorph, f": Ur(0) — €,z = 327 na, 2" e ¢: [, (] — [a,b] Umparametrisierung = fwow z)dz = fw f(z)dz
; PV I
e exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = —sin o vilab) = Ctt= fv,f(z)dz _ f:f(z)dz
e [ komplex diff.bar in zo mit f'(zp) = a +ib < f diff.bar in 2, mit Df(zo) = ((g ;b) e Das komplexe Wegintegral ist komplex linear.
e Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichung: e [ besitzt Stammfunktion F': D — € = ﬁ, f(z)dz = F(y(b)) — F(v(a))
_ — i u _ v Ou _ v
f=R(f)+iS(f) =t u+iv komplex diff.bar < 52 =5, G = —5 0 nsto1
- e 2,eC: fzzl_rzfzo)”dz: )
e [ :C — C komplex linear < L Drehstreckung < L komplex diff.bar 0 2w n=-1
e R(f),S(f) € C* = AR(z) = AF(z) = 0 (Real- und Imaginirteil von holomorphen e 2 €C keZ: v :[0,2r] —» C\{z0},t — 20 + re* = L L. Aodz=k
Funktionen sind harmonisch.)
o v :[a,b] = C\{z0} geschlossener Weg = - fw Z_lzndz ez
e D Gebiet: f konstant < f holomorph, ' =0
: : <
e f holomorph: f konstant < R(f) konstant < S(f) konstant *7:[at—~C |f7 f(2)dz] < supf o] f I (#)ld?
e f,g: D — C holomorph: - ‘f(’Y(t))‘ <Cvtelab]= |fv f(2)dz < C- L(v)
_ _ QLY — el ) — e D C C Gebiet, f: D — C:
%(f) R(g) = S(f) = Slg) = const. f besitzt eine Stammfunktion F': D — C
= S(f) =S(9) = R(f) — R(g) = const. & Vv:[a,b] — D geschlossen, stiickweise glatt: [ f(2)dz =0
e Satz von der lokalen Umkehrfunktion: f holomorph, f’ stetig, zo € D : f'(2) # e s [ai7 bl —D,i=1,2 sfﬁckwciso glatt, 71(a1) = 72(az), 11 (br) = 2(b2)
0 = 3U offene Umgebung um 2y : fiy : U — f(U) bijektiv, f(U ) offen, g : (fiv)™*: = jm f(2)dz = fvz f(z)dz}

f(U) — U holomorph, ¢'(w) = %(g(w)) vw € f(U), ¢'(f(2)) = f,(z VzeU
e f Zweig des Logarithmus = f holomorph, f/(z) =1

e ZF:C — C : F Stammfunktion von f:C~>C7z»—>é(F’:f)
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Der Cauchy’sche Integlalsatz

Definitionen

20€C, a,0>0: Qo=0Q(z20,,3) :={z20+sa+irf: r,s€l0,1]}
2o +ta te
Z()+O£+’L'(t—1)ﬁ te
2+ B-tha+if te
Zo+1(4—t)3 te

faQO f(2)dz = fw f(2)dz

D C C einfach zusammenhingendes Gebiet :< D Gebiet, [’7’07"/1 i a,b] —
D e Cy(a) = m(a),®d) = m(b) = Fp:[a,b] x[0,1]] - D e C': ¢t0) =
Yo(t), ¢(t, 1) = n(t) Vt € [a, 0]

D konvex & zp,z1 € D= sz + (1 —s)zp € DVs € [0,1]

Yo : [074] _>C>t'_>

D sternformig :< 3z € D: sz + (1 —s)zo € DVz € D,s € [0,1]

Satze
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Cauchy’scher Integralsatz fiir Rechtecke:
D c C offen, f: D — C holomorph, Qy C D = fi)Qo f(z)dz=0

Cauchy’scher Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken:
D c C offen, f : D — C holomorph, zp € C, a,3 > 0, ¢ : Q(z0,,3) — C stetig
diff bar (reell): (Q(z0,,3)) C D= fw(ﬂQa) f(z)dz=0

D C C konvex = D einfach zusammenhéngend, ¢(f,s) = s71(t) + (1 — s)70(?)
D C C sternférmig = D einfach zusammenhéngend

f: D — C holomorph, D C C einfach zusammenhéngendes Gebiet = [ f(z)dz =

70

fm f(2)dz V0,7 : [a,0] — D € C! stiickweise, vo(a) = v1(a), y0(b) = v1(b)

f D — C holomorph, D C C einfach zusammenhéngendes Gebiet = f besitzt eine
Stammfunktion F': D — C

C ist nicht einfach zusammenhéngend

Fundamentalsitze iiber holomorphe Funktionen

In diesem Abschnitt sei D C C offen und f: D — C holomorph, falls nicht anders
deklariert.

Definitionen

g : Dy — C analytisch :& Vz € D, 3r > 0,(a,), C C :
o stz — 20)" Yz € K (2)

K,(20) C Dy, g(z) =

g : C — C ganze Funktion :< ¢ holomorph

Satze

Cauchy’scher Integralsatz fiir Kreisscheiben: K,(z) ={z € C: |z — 2| <7} C

Da€C: la—z|<r= fla) =5 |—zo|=r %dz

Mittelwertsatz: zp € D,r > 0, K,(2) C D = f(20) = i ff’r f(z0 + rett)dt Mittel-
wert von [ auf 0K, (z)
20 € D7 r> O\, Kr(ZO) cD= MaX;eK,(z) |f(Z)| = MaAX;cHK,(20) ‘f(z)l

Potenzreihenentwicklungssatz: zy € D, R := sup{r > 0: K,(z) C D} € (0,00] =
ay, = %ﬂf‘wﬁa‘ﬂ %dw unabhingig von 7 € (0,R), [|z— 2| < R = f(2) =
Zi’flo an(z — ZO)"]

f holomorph = f beliebig oft komplex diff.bar

g : Dy — C besitzt Stammfunktion = g holomorph

290 € DK, (20) C D, f(z) = Y orpan(z — 20)" Vz € K,(20), M(r) := max{|f(2)] :
|z — 20| = 7} = maxok, () [ f] = |an| < WIGRVANES '

n

Satz von Liouville: f: C — C beschrénkt, holomorph = f konstant
g:C — C ganz = ¢ lésst sich global durch eine Potenzreihe darstellen.

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom f(z) = > ;_;axz", a, # 0,n > 1 ist
ein Produkt aus n Linearfaktoren f(z) = a, [[;_,(z — 2) mit geeigneten z, € C

Riemannscher Fortsetzungssatz: z, € C,r > 0, K,(29)\{#} C D:
f holomorph auf D U {z} fortsetzbar
& f stetig auf D U {z} fortsetzbar
& f(K.(20)\{20}) C C beschréinkt
< lim, ., f(2) - (2 —20) =0

Identititssatz: D C C Gebiet, f,g: D — C holomorph:
f=y
< {ze€D: f(2) = g(2)} hat Hiufungspunkt in D
& 3 eD: f(z)=9" () ¥YneN,

I C R offen, g : I — R analytisch = 3 Fortsetzung von ¢ in offene Teilmenge von C

Existenzsatz fiir Nullstellen: K.(z) C D, |f(z)| < min.cok, ) [f(2)] = Jzn €
K. (z): f(zn)=0

Satz von der Gebietstreue: f: D — C holomorph, nichtkonstant:



— G C D Gebiet = f(G) C C Gebiet
— U C D offen = f(U) C C offen

o Maximumsprinzip:

— D Gebiet, 3z0 € D : |f(20)] = max.ep |f(2)] = [ konstant

— D beschrinktes Gebiet, f : B_H C stetig, fip holomorph = |f|: D — R nimmt
Maximum auf 0D an (Vzg € D: |f(2)| € max.eop |f(z)|)

6 Isolierte Singularititen

In diesem Abschnitt sei D C C offen und f: D — C holomorph, falls nicht anders
deklariert.

Definitionen
e z, € C\D isolierte Singularitit :< 3Ir > 0: K,(z)\{z} C D

— 29 hebbar :& f lésst sich holomorph auf D U {z} fortsetzen

— 2 Pol der Ordnung k > 1 :& z, hebbare Singularitit von z — (2 — 2)*f(2), k
minimal

— 29 wesentlich :< z; weder hebbar, noch Pol

o0
e Laurentreihe um z :& > ., an(2 — E a_pn g an(z — 20)"
(z—z)»
n=1 0 n=0
Hauptteil Nebenteil

e Laurentreihe konvergent in z :< Haupt- und Nebenteil sind in z konvergent

— R Konvergenzradius des Nebenteils
— R’ Konvergenzradius des Hauptteils, r := #
eg:{2€C: r<lz—z|<R}—=Cz Y, ,a(z—2)": a1 = 7= ‘Zfzokgf(z)dz
Residuum der Laurentreihe

—r=0: a_; Residuum von f in z,

Satze

o fM(2)=0Ym=0,...k—1,f®(2)#0= % hat einen Pol k.ter Ordnung bei 2

e Grofler Satz von Picard: z, wesentliche Singularitit von f = (f(D N U.(2)) =
CVr>0)xor (FweC: f(DUU(2))=C\{w} Vr>0)

. ZnEZ an(z — 29)" Laurentreihe, R, R’ Konvergenzradius des Neben- bzw. Haupteils,
L= Laurentrelhe konvergiert in {z € C: r < |z — z| < R}

— r=0(dh. R =00)= z isolierte Singularitiit von {z € C: 0 < |z — 2| < R} —
C,z—= ez tn(z — 2)"
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— K C Ug(20) kompakt = K — €,z — > o a,(z — z)" konvergiert gleichméfig
— K C Up(20) kompakt = K — C,w— > > a_,w" konvergiert gleichméBig

® >z Gn(z — )" Laurentreihe:

— a_y =0 < Hauptteil hat Stammfunktion (307, —9=% ﬁ)

— Nebenteil hat Stammfunktion (307, (2 = o)1)

. ('I‘R:>f f(z)dz =2mi-a_

|z—z0l=0
¢ Toentnlz =)0 € (NR) = =g [, oFkrd

e Laurentreihenentwicklungssatz: 0 < r < R <oo,f:{z€eC: r<|z—zl <
R} — C holomorph = a, := dz unabhingig von ¢ € (r,R) Vn €

Z, [(2) =2 peg an(z = 20)"
e z isolierte Singularitiit von f, R := sup{r > 0 : K,(2)\{20} C D},0 € (0,R) =
f(2) =3 ez an(z — 20)" V2 € Up(20), an = 5 jiw‘:g #{:’”Hdw
— %o hebbar & a, =0Yn <0< fipnk, () beschrinkt VO <7 < R
— z Pol e inf{n€Z: a, #0} € (=00, —1] & |f(2)] =2 0

— zp wesentlich & inf{n € Z: a, # 0} = —0c0 & |f(z)| konvergiert nicht (gegen
ein z* € RU {o0}) fiir z — 2

L[ _f@
2mi J|z—z0|=0 (z—20 ”‘*"

7 Die Umlaufzahl

Definitionen

e w:[a,b] — R Hochhebung von stetigem 7 : [a,b] — S & w stetig, v(t) = e“® Vi €
[a, 0]

e v : [a,b] — C stetig, geschlossen, w Hochhebung von ‘%‘ D a, b — ST on(v,0) =
£ (w(b) — w(a)) Umlaufzahl von v um 0

2T

e v : [a,b] — C geschlossener Weg, z, € C\{Bild(7)} : n(y,20) := n(y — 20,0) € Z
Umlaufzahl von v um z,

o 2, € C\Bild(y) wird von v umlaufen :< n(y, z) # 0

Sitze
o v:[a,b] — S' C C stetig = 3w : [a,b] — R stetig: v(t) = eV V¢ € [a, b]
— w(a) fest [etwa w(a) = arg(y(a)) € (—m,7]] = w eindeutig bestimmt
e wi,wy Hochhebungen von v = 3k € Z : wi(t) — ws(t) = 2kn Vt € [a,b)]

e v :[a,b] — D geschlossener Weg = 3k € Z: w(a) —w(b) = 2kn



e v: [a b] — C stiickweise glatt, geschlossen, zo € C\Bild(y) = n(y,2) =

[P0 _qy

a y(t)—z0

e Allgemeine Cauchy’sche Integralformel: f : D — C holomorph,
stiickweise C!, geschlossen, [z € D = n(y,2) = 0],z € C\Bild(y) = -

n(v, 20) - f(20)

e Cauchy’scher Integralsatz: f : D — C holomorph, 7 :

geschlossen: n(y,z) =0Vz e C\D = fwf(z)dz =0

8 Der Residuensatz

Definitionen

e D C C offen, f : D — C holomorph, 2y € C\D isolierte Singulartéit von f :

1
2mi J|z—z0|=r

Satze

1

2mi

2mi

1

11

dz =

¥ z—z0

v :la,b] = D

L& q, =

¥ 2—z0

[a,b] — D stiickweise glatt,

res,, f =

f(2)dz = a_; Residuum von f in zy, wobei r > 0: K,.(20)\{z0} C D

e 7 : [a,b] — D stiickweise C?, geschlossen, v umlaufe dle isolierten Slgulautaten 21y 2k €

C\D von f und keine weiteren Punkte aus C\D = 5 f f(z

e P,QeP,Q(xr)#0Vs € R,degQ > deg P+2: [~ P

e f: D — C holomorph, {z € C:

viele Smgularltaten in der oberen Halbebene) $(z), ..,

2 f(@)ede = 2mi ZJ (res;, (f(2)e®)
— f(z) € RVz € R = Anwendung auf [*_ f(z) cos(z

Teil IT

o Q(z)

do =273 ccop)=

:S(2)

)dz = ZJ (v, zj)rebz f

soTes, QEz)

(2) > 0}\{z1,., 2} € D (f hat nur endlich

S(zk) >0, f(2)

z)dz, [7 f(z)sin(z)dz

|—z
— oo =

Gewohnliche Differentialgleichungen
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Definitionen

Sitze
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Definitionen
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