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Teil I

Holomorphe Funktionen

1 Komplexe Zahlen und Funktionen

Grundlagen

• �

= {x + iy : x, y ∈ �

, i2 = −1}, ˙ � =

�\{0}

• z = x + iy ∈ �

: <(z) = x,=(z) = y, |z| =
√

x2 + y2, z = x − iy, |z|2 = zz

• z 6= 0 : 1
z

= z
|z|2

• z = reiϕ = r(cos ϕ + i sin ϕ) Polarkoordinaten:

– r = |z| Länge von z

– ϕ Argument von z : arg : ˙ � → (−π, π]

– arg(z) ∈ (−π, π] : Hauptwert des Arguments

– arg(z) + 2kπ, k ∈ �\{0} 6∈ (−π, π] Nebenwerte des Arguments

• Exponentialfunktion exp :

� → �

, z 7→
∑∞

k=0
zk

k!

– exp(0) = 1, e = exp(1), ez = exp(z)

– exp(w + z) = exp(w) · exp(z)

– exp(−z) = exp(z)−1, exp(z) = exp(z)

– | exp(z)| = exp
(
<(z)

)
, | exp(iy)| = 1 ∀y ∈ �

– exp(z) = exp(w) ⇔ <(z) = <(w),=(z) −=(w) = 2kπ, k ∈ �

– exp(

�

) = ˙ �

– exp|S : S := {z ∈ �

: −π < =(z) ≤ π} → ˙ � bijektiv

• Sinus, Cosinus sin, cos :

� → �

– sin(z) =
∑∞

k=0(−1)k z2k+1

(2k+1)!
= 1

2i

(
exp(iz) − exp(−iz)

)

– cos(z) =
∑∞

k=0(−1)k z2k

(2k)!
= 1

2

(
exp(iz) + exp(−iz)

)

Definitionen

• log : ˙ � → S, z 7→ ln(z) + i arg(z) Hauptwert des komplexen Logarithmus

– w = log(z) ⇒ ew = z

– log(z) + 2kπi, k ∈ �

k-ter Nebenwert des Logarithmus

– ew = z ⇔ w = log +2kπi, k ∈ �

• a ∈ ˙ �, b ∈ �

: ab := exp
(
b log(a)

)
Hauptwert der Potenz

– exp
(
b(log a + 2kπi)

)
= exp

(
b log(a)

)
· exp(2kbπi) k-ter Nebenwert der Potenz
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– b ∈ � ⇒ exp(2kbπi) = 1 ∀k ∈ �

– n ∈ � ⇒ zn eindeutig bestimmt

– m
n
∈ �

, (n, m) = 1, n > 1 ⇒ a
m
n n-wertig

– n
√

: ˙ � → �

, z 7→ z
1

n = n
√

r exp(iarg(z)
n

) Hauptwert der n-ten Wurzel

• D ⊂ �

Gebiet :⇔ D offen, wegzusammenhängend

• f : D → �

Zweig des Arguments :⇔ D ⊂ �

Gebiet, f stetig, z = |z|·exp
(
if(z)

)
∀z ∈

D

– arg : ˙ �\{ �−} → (−π, π) Hauptzweig des Arguments

• f : D → �

Zweig des Logarithmus :⇔ D ⊂ �
Gebiet, f stetig, exp

(
f(z)

)
=

z ∀z ∈ D

– arg : ˙ �\{ �−} → S = {z ∈ �

: −π < =(z) < π} Hauptzweig des Logarithmus

• f : D → �

Zweig der n-ten Wurzel :⇔ D ⊂ �

Gebiet, f stetig, f(z)n = z ∀z ∈ D

– arg : ˙ �\{ �−} → {z ∈ �

: −π
n

< arg(z) < π
n
} Hauptzweig der n-ten Wurzel

2 Komplex differenzierbare Funktionen

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

offen und f : D → �

, falls nicht anders deklariert.

Definitionen

• f komplex differenzierbar in a ∈ D :⇔ ∃ limz→a
f(z)−f(a)

z−a
= f ′(a) = ∂f

∂z
(a)

• f komplex diff.bar bzw. holomorph :⇔ f komplex diff.bar in a ∀a ∈ D

– f ′ Ableitung von f

– f Stammfunktion von f ′

• f̃ :

�

2 → �

2,

(
x

y

)
7→

(
<

(
f(x + iy)

)

=
(
f(x + iy)

)
)

, z̃ :=

(
<(z)
=(z)

)
reelle Schreibweise

• f konform :⇔ f holomorph, f ′(z) 6= 0 ∀z ∈ D

• L :

�2 → �2 Drehstreckung :⇔ ∃ a, b ∈ �

: L(x) =

(
a −b

b a

)
· x

• L :

� → �

reell linear :⇔ L(aw + bz) = aL(w) + bL(z) ∀w, z ∈ �

, a, b ∈ �

• L :

� → �

komplex linear :⇔ L(aw + bz) = aL(w) + bL(z) ∀w, z ∈ �

, a, b ∈ �

• f : D → f(D) biholomorph :⇔ f bijektiv und holomorph, f−1 holomorph
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Sätze

• f in a ∈ D komplex diff.bar ⇒ f in a stetig

• f komplex diffbar in a ∈ D, f ′(a) = λ

⇔ ∃r : D → �

: f(z) = f(a) + λ(z − a) + r(z), r(z)
z−a

z→0−→ 0

⇔ ϕ : D → �

, z 7→
{

f(z)−f(a)
z−a

z 6= a

λ z = a
stetig in a

(
gilt: f(z) = f(a) + ϕ(z) · (z − a)

)

• f, g : D → �

in a komplex diff.bar:

– f ± g in a komplex diff.bar, (f ± g)′(a) = f ′(a) ± g′(a)

– f · g in a komplex diff.bar, (f · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a)

– f(a) 6= 0 ⇒ 1
f

komplex diff.bar, ( 1
f
)′(a) = f ′(a)

f(a)2

• f : D → D′, g : D′ → �

, f in a ∈ D komplex diff.bar, g in f(a) ∈ D′ komplex diff.bar
⇒ g ◦ f in a komplex diff.bar, (g ◦ f)′(a) = g′

(
f(a)

)
· f ′(a)

• ∑∞
n=0 anzn Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 ⇒ f : UR(0) → �

, z 7→ ∑∞
n=0

holomorph, f ′ : UR(0) → �

, z 7→
∑∞

n=1 nanzn−1

• exp′ = exp, sin′ = cos, cos′ = − sin

• f komplex diff.bar in z0 mit f ′(z0) = a + ib ⇔ f̃ diff.bar in z̃0 mit Df̃(z0) =

(
a −b

b a

)

• Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichung:
f = <(f) + i=(f) =: u + iv komplex diff.bar ⇔ ∂u

∂x
= ∂v

∂y
, ∂u

∂y
= −∂v

∂x

• L :

� → �

komplex linear ⇔ L̃ Drehstreckung ⇔ L komplex diff.bar

• <(f),=(f) ∈ C2 ⇒ 4<(z) = 4=(z) = 0 (Real- und Imaginärteil von holomorphen
Funktionen sind harmonisch.)

• D Gebiet: f konstant ⇔ f holomorph, f ′ ≡ 0

• f holomorph: f konstant ⇔ <(f) konstant ⇔ =(f) konstant

• f, g : D → �

holomorph:

– <(f) = <(g) ⇒ =(f) −=(g) ≡ const.

– =(f) = =(g) ⇒ <(f) −<(g) ≡ const.

• Satz von der lokalen Umkehrfunktion: f holomorph, f ′ stetig, z0 ∈ D : f ′(z0) 6=
0 ⇒ ∃U offene Umgebung um z0 : f|U : U → f(U) bijektiv, f(U) offen, g : (f|U)−1 :
f(U) → U holomorph, g′(w) = 1

f

(
g(w)

)
∀w ∈ f(U), g′

(
f(z)

)
= 1

f ′(z)
∀z ∈ U

• f Zweig des Logarithmus ⇒ f holomorph, f ′(z) = 1
z

• 6∃ F : ˙ � → �

: F Stammfunktion von f : ˙ � → �

, z 7→ 1
z

(F ′ = f)
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3 Das komplexe Kurvenintegral

Definitionen

• γ : [a, b] → �

stückweise diff.bar bzw. glatt :⇔ γ stetig, ∃a1, .., an−1 ∈ [a, b] : a =
a0 < .. < an−1 < an = b : γ|[ak,ak+1] stetig diff.bar ∀k = 0, .., n − 1

• D ⊂ �

, f : D → �

stetig, γ : [a, b] → �

stückweise glatt:
∫

γ
f(z)dz :=

∫ b

a
f
(
γ(t)

)
γ̇(t)dt

komplexes Wegintegral bzw. Kurvenintegral von f längs γ

• z0 ∈

�

, r > 0 : Br(z0) := {z ∈ �

: |z − z0| ≤ r}, ∂Br(z0) := {z ∈ �

: |z − z0| = r}

•
∫

∂Br(z0)
f(z)dz =

∫
|z−z0|=r

f(z)dz :=
∫ 2π

0
f(z0 + reit)ireitdt

•
∮

γ
⇔ Integral über einen geschlossenen Weg γ

• L(γ) (Bogen-)Länge von γ :⇔ γ : [a, b] → �
, L(γ) =

∫ b

a
|γ̇(t)|dt

Sätze

• ϕ : [α, β] → [a, b] Umparametrisierung ⇒
∫

γ◦ϕ
f(z)dz =

∫
γ
f(z)dz

• γ : [a, b] → �

, t 7→ t ⇒
∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(z)dz

• Das komplexe Wegintegral ist komplex linear.

• f besitzt Stammfunktion F : D → � ⇒
∫

γ
f(z)dz = F

(
γ(b)

)
− F

(
γ(a)

)

• z0 ∈

�

:
∫
|z−z0|=r

(z − z0)
ndz =

{
0 n 6= −1

2πi n = −1

• z0 ∈
�

, k ∈ �

: γk : [0, 2π] → �\{z0}, t 7→ z0 + reikt ⇒ 1
2πi

∫
γk

1
z−z0

dz = k

• γ : [a, b] → �\{z0} geschlossener Weg ⇒ 1
2πi

∮
γ

1
z−z0

dz ∈ �

• γ : [a, b] → �

: |
∫

γ
f(z)dz| ≤ sup |f ◦ γ|

∫ b

a
|γ̇(t)|dt

–
∣∣f

(
γ(t)

)∣∣ ≤ C ∀t ∈ [a, b] ⇒ |
∫

γ
f(z)dz ≤ C · L(γ)

• D ⊂ �

Gebiet, f : D → �

:
f besitzt eine Stammfunktion F : D → �

⇔ ∀γ : [a, b] → D geschlossen, stückweise glatt:
∫

γ
f(z)dz = 0

⇔
[
γi : [ai, bi] → D, i = 1, 2 stückweise glatt, γ1(a1) = γ2(a2), γ1(b1) = γ2(b2)
⇒

∫
γ1

f(z)dz =
∫

γ2
f(z)dz

]
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4 Der Cauchy’sche Integlalsatz

Definitionen

• z0 ∈

�

, α, β > 0 : Q0 = Q(z0, α, β) := {z0 + sα + irβ : r, s ∈ [0, 1]}

• γ0 : [0, 4] → �

, t 7→





z0 + tα t ∈ [0, 1]

z0 + α + i(t − 1)β t ∈ [1, 2]

z0 + (3 − t)α + iβ t ∈ [2, 3]

z0 + i(4 − t)β t ∈ [3, 4]

•
∫

∂Q0
f(z)dz :=

∫
γ0

f(z)dz

• D ⊂ �

einfach zusammenhängendes Gebiet :⇔ D Gebiet,
[
γ0, γ1 : [a, b] →

D ∈ C1, γ0(a) = γ1(a), γ0(b) = γ1(b) ⇒ ∃ϕ : [a, b] × [0, 1] → D ∈ C1 : ϕ(t, 0) =
γ0(t), ϕ(t, 1) = γ1(t) ∀t ∈ [a, b]

]

• D konvex :⇔ z0, z1 ∈ D ⇒ sz1 + (1 − s)z0 ∈ D ∀s ∈ [0, 1]

• D sternförmig :⇔ ∃z0 ∈ D : sz1 + (1 − s)z0 ∈ D ∀z1 ∈ D, s ∈ [0, 1]

Sätze

• Cauchy’scher Integralsatz für Rechtecke:
D ⊂ �

offen, f : D → �

holomorph, Q0 ⊂ D ⇒
∫

∂Q0
f(z)dz = 0

• Cauchy’scher Integralsatz für Bilder von Rechtecken:
D ⊂ �

offen, f : D → �

holomorph, z0 ∈ �

, α, β > 0, ϕ : Q(z0, α, β) → �

stetig
diff.bar (reell): ϕ

(
Q(z0, α, β)

)
⊂ D ⇒

∫
ϕ(∂Q0)

f(z)dz = 0

• D ⊂ �

konvex ⇒ D einfach zusammenhängend, ϕ(t, s) = sγ1(t) + (1 − s)γ0(t)

• D ⊂ �

sternförmig ⇒ D einfach zusammenhängend

• f : D → �

holomorph, D ⊂ �

einfach zusammenhängendes Gebiet ⇒
∫

γ0
f(z)dz =∫

γ1
f(z)dz ∀γ0, γ1 : [a, b] → D ∈ C1 stückweise, γ0(a) = γ1(a), γ0(b) = γ1(b)

• f : D → �

holomorph, D ⊂ �

einfach zusammenhängendes Gebiet ⇒ f besitzt eine
Stammfunktion F : D → �

• ˙ � ist nicht einfach zusammenhängend

5 Fundamentalsätze über holomorphe Funktionen

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

offen und f : D → �

holomorph, falls nicht anders
deklariert.
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Definitionen

• g : Dg → �

analytisch :⇔ ∀z0 ∈ Dg ∃r > 0, (an)n ⊂ �

: Kr(z0) ⊂ Dg, g(z) =∑∞
n=0 an(z − z0)

n ∀z ∈ Kr(z0)

• g :

� → �

ganze Funktion :⇔ g holomorph

Sätze

• Cauchy’scher Integralsatz für Kreisscheiben: Kr(z0) = {z ∈ �

: |z − z0| ≤ r} ⊂
D, a ∈ �

: |a − z0| < r ⇒ f(a) = 1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)
z−a

dz

• Mittelwertsatz: z0 ∈ D, r > 0, Kr(z0) ⊂ D ⇒ f(z0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit)dt Mittel-

wert von f auf ∂Kr(z0)

• z0 ∈ D, r > 0, Kr(z0) ⊂ D ⇒ maxz∈Kr(z0) |f(z)| = maxz∈∂Kr(z0) |f(z)|

• Potenzreihenentwicklungssatz: z0 ∈ D, R := sup{r > 0 : Kr(z0) ⊂ D} ∈ (0,∞] ⇒
an := 1

2πi

∫
|w−z0|=r

f(w)
(w−z0)n+1 dw unabhängig von r ∈ (0, R),

[
|z − z0| < R ⇒ f(z) =∑∞

n=0 an(z − z0)
n
]

• f holomorph ⇒ f beliebig oft komplex diff.bar

• g : Dg → �

besitzt Stammfunktion ⇒ g holomorph

• z0 ∈ D, Kr(z0) ⊂ D, f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n ∀z ∈ Kr(z0), M(r) := max{|f(z)| :

|z − z0| = r} = max∂Kr(z0) |f | ⇒ |an| ≤ M(r)
rn ∀n ∈ �

0

• Satz von Liouville: f :

� → �

beschränkt, holomorph ⇒ f konstant

• g :

� → �
ganz ⇒ g lässt sich global durch eine Potenzreihe darstellen.

• Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom f(z) =
∑n

k=0 akz
k, an 6= 0, n ≥ 1 ist

ein Produkt aus n Linearfaktoren f(z) = an

∏n

k=1(z − zk) mit geeigneten zk ∈ �

• Riemannscher Fortsetzungssatz: z0 ∈

�

, r > 0, Kr(z0)\{z0} ⊂ D:
f holomorph auf D ∪ {z0} fortsetzbar

⇔ f stetig auf D ∪ {z0} fortsetzbar
⇔ f

(
Kr(z0)\{z0}

)
⊂ �

beschränkt
⇔ limz→z0

f(z) · (z − z0) = 0

• Identitätssatz: D ⊂ �

Gebiet, f, g : D → �

holomorph:
f ≡ g

⇔ {z ∈ D : f(z) = g(z)} hat Häufungspunkt in D

⇔ ∃z0 ∈ D : f (n)(z0) = g(n)(z0) ∀n ∈ �

0

• I ⊂ �

offen, g : I → �

analytisch ⇒ ∃ Fortsetzung von g in offene Teilmenge von

�

• Existenzsatz für Nullstellen: Kr(z0) ⊂ D, |f(z0)| < minz∈∂Kr(z0) |f(z)| ⇒ ∃zN ∈
Kr(z0) : f(zN ) = 0

• Satz von der Gebietstreue: f : D → �

holomorph, nichtkonstant:
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– G ⊂ D Gebiet ⇒ f(G) ⊂ �

Gebiet

– U ⊂ D offen ⇒ f(U) ⊂ �

offen

• Maximumsprinzip:

– D Gebiet, ∃z0 ∈ D : |f(z0)| = maxz∈D |f(z)| ⇒ f konstant

– D beschränktes Gebiet, f : D → �

stetig, f|D holomorph ⇒ |f | : D → �

nimmt
Maximum auf ∂D an

(
∀z0 ∈ D : |f(z0)| ≤ maxz∈∂D |f(z)|

)

6 Isolierte Singularitäten

In diesem Abschnitt sei D ⊂ �

offen und f : D → �

holomorph, falls nicht anders
deklariert.

Definitionen

• z0 ∈

�\D isolierte Singularität :⇔ ∃r > 0 : Kr(z0)\{z0} ⊂ D

– z0 hebbar :⇔ f lässt sich holomorph auf D ∪ {z0} fortsetzen

– z0 Pol der Ordnung k ≥ 1 :⇔ z0 hebbare Singularität von z 7→ (z − z0)
kf(z), k

minimal

– z0 wesentlich :⇔ z0 weder hebbar, noch Pol

• Laurentreihe um z0 :⇔
∑

n∈

� an(z − z0)
n =

∞∑

n=1

a−n

1

(z − z0)n

︸ ︷︷ ︸
Hauptteil

+

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

︸ ︷︷ ︸
Nebenteil

• Laurentreihe konvergent in z :⇔ Haupt- und Nebenteil sind in z konvergent

– R Konvergenzradius des Nebenteils

– R′ Konvergenzradius des Hauptteils, r := 1
R′

• g : {z ∈ �

: r < |z − z0| < R} → �

, z 7→
∑

n∈

� an(z − z0)
n : a−1 = 1

2πi

∫
|z−z0|<%

f(z)dz

Residuum der Laurentreihe

– r = 0 : a−1 Residuum von f in z0

Sätze

• f (m)(z0) = 0 ∀m = 0, .., k − 1, f (k)(z0) 6= 0 ⇒ 1
f

hat einen Pol k.ter Ordnung bei z0

• Großer Satz von Picard: z0 wesentliche Singularität von f ⇒
(
f(D ∩ Ur(z0)) =

� ∀r > 0) xor
(
∃w ∈ �

: f(D ∪ Ur(z0)) =

�\{w} ∀r > 0
)

•
∑

n∈

� an(z − z0)
n Laurentreihe, R, R′ Konvergenzradius des Neben- bzw. Haupteils,

r := 1
R′

⇒ Laurentreihe konvergiert in {z ∈ �

: r < |z − z0| < R}

– r = 0 (d.h. R′ = ∞)⇒ z0 isolierte Singularität von {z ∈ �

: 0 < |z − z0| < R} →

�

, z 7→
∑

n∈

� an(z − z0)
n
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– K ⊂ UR(z0) kompakt ⇒ K → �

, z 7→
∑∞

n=0 an(z − z0)
n konvergiert gleichmäßig

– K ⊂ Ur(z0) kompakt ⇒ K → �

, w 7→ ∑∞
n=1 a−nwn konvergiert gleichmäßig

•
∑

n∈

� an(z − z0)
n Laurentreihe:

– a−1 = 0 ⇔ Hauptteil hat Stammfunktion
(∑∞

n=2 −
a−n

n−1
1

(z−z0)n−1

)

– Nebenteil hat Stammfunktion
(∑∞

n=0
an

n+1
(z − z0)

n+1
)

• % ∈ (r, R) ⇒
∫
|z−z0|=%

f(z)dz = 2πi · a−1

• ∑
n∈

� an(z − z0)
n, % ∈ (r, R) ⇒ ak = 1

2πi

∫
|z−z0|=%

f(z)
(z−z0)k+1 dz

• Laurentreihenentwicklungssatz: 0 ≤ r ≤ R ≤ ∞, f : {z ∈ �

: r < |z − z0| <

R} → �

holomorph ⇒ an := 1
2πi

∫
|z−z0|=%

f(z)
(z−z0)n+1 dz unabhängig von % ∈ (r, R) ∀n ∈

�

, f(z) =
∑

n∈

� an(z − z0)
n

• z0 isolierte Singularität von f, R := sup{r > 0 : Kr(z0)\{z0} ⊂ D}, % ∈ (0, R) ⇒
f(z) =

∑
n∈

� an(z − z0)
n ∀z ∈ UR(z0), an = 1

2πi

∫
|w|=%

f(w)
(w−z0)n+1 dw

– z0 hebbar ⇔ an = 0 ∀n < 0 ⇔ f|D∩Kr(z0) beschränkt ∀0 < r < R

– z0 Pol ⇔ inf{n ∈ �

: an 6= 0} ∈ (−∞,−1] ⇔ |f(z)| z→z0−→ ∞
– z0 wesentlich ⇔ inf{n ∈ �

: an 6= 0} = −∞ ⇔ |f(z)| konvergiert nicht (gegen
ein z∗ ∈ � ∪ {∞}) für z → z0

7 Die Umlaufzahl

Definitionen

• ω : [a, b] → �

Hochhebung von stetigem γ : [a, b] → S1 ⇔ ω stetig, γ(t) = eiω(t) ∀t ∈
[a, b]

• γ : [a, b] → ˙ � stetig, geschlossen, ω Hochhebung von γ

|γ|
: [a, b] → S1 : n(γ, 0) :=

1
2π

(
ω(b) − ω(a)

)
Umlaufzahl von γ um 0

• γ : [a, b] → �

geschlossener Weg, z0 ∈ �\{Bild(γ)} : n(γ, z0) := n(γ − z0, 0) ∈ �

Umlaufzahl von γ um z0

• z0 ∈

�\Bild(γ) wird von γ umlaufen :⇔ n(γ, z0) 6= 0

Sätze

• γ : [a, b] → S1 ⊂ �

stetig ⇒ ∃ω : [a, b] → �

stetig: γ(t) = eiω(t) ∀t ∈ [a, b]

– ω(a) fest
[
etwa ω(a) = arg

(
γ(a)

)
∈ (−π, π]

]
⇒ ω eindeutig bestimmt

• ω1, ω2 Hochhebungen von γ ⇒ ∃k ∈ �

: ω1(t) − ω2(t) = 2kπ ∀t ∈ [a, b]

• γ : [a, b] → D geschlossener Weg ⇒ ∃k ∈ �

: ω(a) − ω(b) = 2kπ
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• γ : [a, b] → �

stückweise glatt, geschlossen, z0 ∈

�\Bild(γ) ⇒ n(γ, z0) = 1
2πi

∫
γ

1
z−z0

dz =
∫ b

a

γ̇(t)
γ(t)−z0

dt

• Allgemeine Cauchy’sche Integralformel: f : D → �

holomorph, γ : [a, b] → D

stückweise C1, geschlossen, [z 6∈ D ⇒ n(γ, z) = 0], z1 ∈ �\Bild(γ) ⇒ 1
2πi

∫
γ

f(z)
z−z0

dz =

n(γ, z0) · f(z0)

• Cauchy’scher Integralsatz: f : D → �

holomorph, γ : [a, b] → D stückweise glatt,
geschlossen: n(γ, z) = 0 ∀z ∈ �\D ⇒

∫
γ
f(z)dz = 0

8 Der Residuensatz

Definitionen

• D ⊂ �

offen, f : D → �

holomorph, z0 ∈ �\D isolierte Singulartät von f : resz0
f =

1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)dz = a−1 Residuum von f in z0, wobei r > 0 : Kr(z0)\{z0} ⊂ D

Sätze

• γ : [a, b] → D stückweise C1, geschlossen, γ umlaufe die isolierten Sigularitäten z1, ..., zk ∈

�\D von f und keine weiteren Punkte aus

�\D ⇒ 1
2πi

∫
γ
f(z)dz =

∑k
j=1 n(γ, zj)reszj

f

• P, Q ∈ �

, Q(x) 6= 0 ∀x ∈ �

, deg Q ≥ deg P+2 :
∫ ∞

−∞
P (x)
Q(x)

dx = 2πi
∑

z∈

�

,Q(z)=0,=(z)>0 resz
P (z)
Q(z)

• f : D → �

holomorph, {z ∈ �

: =(z) ≥ 0}\{z1, .., zk} ⊂ D (f hat nur endlich

viele Singularitäten in der oberen Halbebene) =(z1), ..,=(zk) > 0, f(z)
|→z−→ |∞ ⇒∫ ∞

−∞
f(x)eixdx = 2πi

∑k
j=1 reszj

(
f(z)eiz

)

– f(x) ∈ � ∀x ∈ �⇒ Anwendung auf
∫ ∞

−∞
f(x) cos(x)dx,

∫ ∞

−∞
f(x) sin(x)dx

Teil II

Gewöhnliche Differentialgleichungen
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