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1 Normierte Riaume 9. Sei |.|| eine Halbnorm auf E. Wir betrachten dann die folgende Relation auf E:
2Ry & ||z — y|| = 0. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Folglich ist E/R ein K-Vektorraum mit
1.1 R#ume Norm ||[z]g| := [[]|
1. Seien A, B Mengen, Abb(A, B) := {f : A — B Funktion } 10. Ist ||.|| eine Halbnorm auf E, so ist d : E x E — R, (x,y) — ||z — y|| eine Halbmetrik

B K-Vektorraum:
11. Grenzwerte von Folgen in £(Q,2, 1) sind nicht eindeutig:

o (f+9)(x) = f(z) +g(z) Ve e A fo= = 1= fll, =30, f=g ptast tiberall = [|f, — gll, = 0
o (af)(z)=af(x)Vz e A, acK

ABY(A, B) ist K-Vektorraum 1.3 Beschranktheit und Vollstindigkeit

Im Folgenden sei E|. d (F,]. ierte R&
2. Funktionenridume sind lineare Unterrdume von Abb(A, B) ’ m Folgenden seinen (E, [1|) und (£, |} normierte aume‘

B ist K-Vektorraum, meistens B = K" 1. Eine lineare Abbildung A : E — F heifit beschrinkt
& Jee (0,00): Ve e E:||Az|| < c- |z

3. Fiir A = N sprechen wir auch von Folgenrdumen
o (S):= Abb(N,K) (an)n € (S)
o (C) :={(an)nen € (S) : (an), konvergent }
o (Co) :={(an)nen € (S) : lim, o0 a, =0}

2. Sei A: E — F linear und zy € E. Dann gilt:
A stetig in xy < A stetig & A beschréankt

3. Eine Metrik d auf einer Menge X heifit vollstéindig, falls jede Cauchyfolge bzgl. d auch bzgl. d

konvergiert.
4. Sei B = K (n)n Cauchyfolge i< Ve > 0IN € N: Vm,n > N : d(xy,x,) < &
B(A,B):={f:A— B: f beschrinkt} Ty, — x> Ve>0IN eN: Vn> N: d(z,,z) <e
f beschrinkt < 3c € (0,00): ¥z € A |f(z)| < ¢ 4. Ein normierter Raum (E, ||.||) heift Banachraum :& d(z,y) := ||z — y|| vollstindig

ot

. Sei A metrischer oder typologischer Raum

CAB)—1{f:A—B: fstetig} 5. |IfIl == sup,epay |f(2)] ist vollstéindige Norm auf Cla, b], jedoch nicht auf C'[a, b]

A kompakt = C(A, B) C B(A, B) 6. |.]lx ist vollstiindige Norm auf C'[a, ]
6. Sei (©2,2, 1) Mafiraum, 1 < p < oo 7. Seien dy, ds Metriken auf der Menge X
LA p) ={f:Q—K: fUAmessbar, [,|f|[’dp < oo} K-linearer Raum dy ist stirker als dy & V(2,), C X, Vo € X : (di(zy,2) = 0= da(z,,z) — 0)
= Jdl ) Jd21<:> id : (X, d2) — (X, dg) stetig
1.2 Halbnormen und Normen 8. Seien ||.||1,||-|l2 Normen auf dem linearen Raum E. dy(z,y) := ||z — y||1, d2(z,v) := ||z — y]2.

1. Sei E ein K-Vektorraum. Eine Funktion |.|| : £ — R heit Halbnorm auf F :& o [ll1 heiBt stéirker als |.[}» < dy starker als d

eVacKVreE: |az|=|al- | & id: (B, ||]l1) — (B, |-||2) stetig < id : (E, ||.|l.) — (E,]].]|2) beschrankt

& dee (0,00): Vz e E: |zfs <c- ||z
o Vry€E: |lztyl < o]l +lyl (0,00) l#ll2 < ¢ flall

o |||, |I-]l2 heiBen dquivalent :< ||.||; stirker als ||.||2, ||.||2 stirker als ||.||;
2. Eine Halbnorm ||.|| heifit Norm & Va € E: (|jz]| =0= 2 =0) & Je,d €(0,00): Ve € E: |zl e |zl Allzll < ¢ - ||2]l2
3. Sei ||.||. eine Halbnorm auf E. Dann gilt: ||0]| =0, ||z]| >0 ® FEe000): WFEzeE: k< % =34
4. Sei B =K". Dann ist || f[| := sup,c4 | f(2)[ eine Norm auf B(A, B) 1.4 Endlichdimensionale normierte Riume
5. (C) C B(N,K) = |[(an)nenl| := sup,en |an| ist Norm auf (C) 1. Sei (E,||.||) normiert und @1, .., z, linear unabhingig in E.

D :3u>0: Yae K" < 0T
6. E K-Vektorraum, F C F linearer Unterraum, ||.|| Halbnorm auf £ = ||.|||» Halbnorm auf F anns =g “ lodh < pll 2oicy i

. . . 2. Sei (E, ||.||) normiert und 1, ..,z, Basis, A: K" — E,a— Y | a;x;
7. Im Fall von kompaktem A und B = K wird C(4, B) meist mit der Supremumsnorm versehen. Dann: A bijektiv, A : (K", |.|1) — (E, ||.||) stetig, A~ : (E, ) — (K", ||.]l1) stetig

1
8 felr(,2du: |fll,:= (fﬂ |f‘pdu) ? ist Halbnorm auf £7(§, 2, ) LJ4 ist die Topologie, die von der Metrik d erzeugt wird
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. Sei E n-dim. VR ber K mit Normen |.||, ||.||. Dann: sind ||.|| und ||.||" &quivalent.
. Il ist vollstdndige Norm auf K".

. Seien (E, ||.|), (F,].]|) normierte Rdume, A : E — F bijektiv, stetig, A™' : F — E stetig und

(E,||.]l) vollstindig. Dann: ist auch (F, ||.||) vollstindig.

. Sei (E, ||.||) normiert und n-dimensional (n € N). Dann: ist (, ||.||) Banachraum, also vollstindig.

. Sei (E, ||.||) normiert und F' C E endlich-dim. Unterraum.

Dann: ist F' eine abgeschlossene Teilmenge von E bzgl. |||

. Seien (E, ||.|), (F,].|]) normiert, E endlich-dim., B : E — F linear.

Dann: ist B : (E,|.||) — (F,||.||) stetig.

Der Dualraum und Vervollstindigungen

. &(E,F):={A: E— F: A linear und stetig}
. Seien E, F normiert, A, B € £(E, F), a € K. Dann:

* A+ Be L(EF), [[A+ B <Al +B]
o aA € £(E,F), [laAll = |af - [|A]
o |l.|: £&(E,F) — [0,00), A — || 4] ist eine Norm (Operatorennorm)

. Seien E, F, G normiert, A € £(E, F), B € £(F,G). Dann: ist BoA € £(FE,G), ||[BoA| < ||B||A]
. Seien E, F normiert und F vollstindig. Dann: ist £(F, F)) bzlg. der Operatorennorm vollsténdig.

. E':= £(E,K) heifit Dualraum von E. E” := (E’)’ heifit Bidualraum von E.

[l 2 E" = [0,00), f = || fI| := SuD,ep. jzj=1 | f(2)] ist Norm. Der Dualraum ist Banachraum.

. A: E — F Isometrie :& A linear, ||Az|| = ||z|| Vz € E
.Seiz € Efest. p=¢,: E' > K, f> f(z), T : E— E" x> ¢, ist Isometrie und stets injektiv.
. (B, |Il) heiBt reflexiv :< I': E — E” surjektiv

. Sei (B, ||.|]) reflexiv. Dann: ist £ vollsténdig.

Jeder Hilbertraum ist reflexiv.
LP(Q, A, ) ist reflexiv fiir p € (1, 00)
U heiflt dicht in F i U=F & Yy e F3(y)n CU: 4y —Sy

Sei E normierter Raum und F Banachraum, e : E — F Isometrie, e(E) liege dicht in F.
Dann heifit (F,e) eine Vervollstindigung von E

Jeder normierte Raum lésst sich vervollstdndigen.
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1.5.1 Rieszsches Lemma

Sei (E, ||.||) normierter Raum, F' C E linearer, in E abgeschlossener Unterraum, £ # F und n € (0,1).
Dann: 3z, € E: |z, =1, Ve € F: |l — x| > n

Folgerungen:

1.

2.1

In jedem unendlich-dim. normierten Raum (E, ||.||) existiert eine Folge (2, )neny mit ||z,]| =1 Vn €
N, ||z, — 2| > £ ¥n,m € N,n # m. Insbesondere hat die Folge keine konvergente Teilfolge.

. Sei (E, ||.||) unendlich-dim., 0 > 0,a € E.

Dann: ist die abgeschlossene Kugel B,(a) nicht kompakt in E.

Hilbertraume

Skalarprodukte

. Sei E ein K-VR. Ein Skalarprodukt (Innenprodukt) auf £ ist eine Abbildung < .,. >: ExE — K

mit folgenden Eigenschaften:
o Jr+ty,z>=<r,z2>+<y,z> <ar,y>=a<xy>
e <z y>=<y, x>
o <z,x>>0, [<z,x>=0= z=0]

. Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Vz,y € E: | <z,y> | < /<z,2 > <Y,y >
. kanonische Norm: ||z| := /< z,z >

. Parallelogrammgleichung;:

Fiir die kanonische Norm |.|| gilt: Vz,y € E: |z + y||> + |z — y||*> = 2(]|z||> + ||y]|?)

. Wenn die Parallelogrammgleichung fiir eine Norm gilt, so existiert ein inneres Produkt:

cay o PR  K=R
’ =54 = I+ all =P =l K= ¢

. Stetigkeit des Inneren Produkts:

Tn — T, Yn — y (bzgl. der kanonischen Norm) = < z,,y, >—< z,y >

. Beispiele:

o C": <my>=) 1 Tlk
o 2:={(zp)n: VkENZ, € C,Y 07 |lan]? <oo}: <zy>= 70, 5Tk
e a,beRa<b: Lya,b) :={f:(a,b) = R: j:f(t)2dt <oo}: < fog>i= j:f(t)mdt

. Ein Hilbertraum ist ein vollstdndiger Innenproduktraum.
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Orthogonalitit
z,y € E: xist orthogonal zu y & <2,y >=0& zly
MNCE: MIN:& Vre M\Vye N:<z,y>=0

Mt ={z€E: VYye M :<z,y>=0} orthogonales Komplement

. M C FE Orthogonalsystem < Ve,y e M : s #y=<z,y>=0
. M C E Orthonormalsystem :& Vo,y € M : < x,y >= 0y,
. M C FE Orthogonalsystem, 0 ¢ M = M linear unabhéngig

. Satz des Pythagoras

S = {u1,..,u,} C E Orthonormalsystem = || > ;_, uel? = Y p_, [lusl?

. Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras

S = (uy,us,..) Orthogonalfolge in = s € E: Y p_jupr =35, — s

. Das Orthogonalsystem S = {us, us,..} C E heifit vollstindig :< [u € E,ulS = u= 0]

Beispiele:

cR: o, P:{al,

o L*(—m,m): {1,cos(kt),sin(kt)}22, vollstdndiges OS,

e Legendre-Polynome: Py(t) = zk{k!%(ﬂ — 1) vollstéindiges OS

cos(kt) sin(kt
(=2, 2y, ONS

e Laguere, Tschebyscheff, ete.: Py(t) = (/k + 3 P(t)

Gauflsche Approximation: Sei x € E, {uy,..,u,} C E ONS.

Dann: 3la® € C": |z — >p_; aduy|| = minaeen ||z — Yo pr; apurl], of =< z,u; >

Besselsche Gleichung: ||z — Y, < z,u > wil|? = ||z = Yo, | < zyu >

Besselsche Ungleichung: Y, | < z,u;, > | < ||z

Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

{z1,..,z,} € E\{0} lin. unabh. = I{u,,..,u,} C E ONS: 2, = > L, anw,
k-1

Ty =Dy < Tk, u >

n
U = 21:1 Bri

— 2k —
Uk = 7007, 2k =
B Tl <F

Die Allgemeine Approximationsaufgabe

. K konvex :& Va,be K: {ta+(1—-t)b: 0<t<1}C K

. (E, <,>) Innenproduktraum, K # () konvex, (K, d) vollstindig (als metr. Raum), z € E

Dann: Jlyy € K : ||z — yo|| = mingeg ||z — yl|

. (BE,<,>)IPR, FC Elin. UR, z € E,yo € F, ||z — yol| = infyer ||z — y|.

Dann: y, eindeutig besstimmt, (z — yo) LF

. Sei (E,<,>) IPR, F C E lin. UR, F vollstindig. Dann: £ = F* ¢ F

Sara Adams
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2.4 Der Satz von Fréchet-Riesz
(E,<,>) vollstdndig & U : E — E' z — f, surjektiv (f.(z) :=< 2,2 > Vx € E)
Folgerungen:
1. (E,<,>) Hilbertraum, < f,g >pi=< ¥~ lg W71 f > Dann: <, >p ist vollst. Skalarprodukt auf

E', die eukl. Norm bzgl. <, >pg ist gleich der Operatorennorm auf E’

. Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Orthonormalbasen

. Sei (E, <,>) Hilbertraum, (u,), Orthonormalfolge in F, (a;,)ney C K. Dann:

o Y>> | ayu, konvergiert in E < > > |, | konvergiert in R

eVzeE: x=) 0 <zu, >u, < |72 =300 | <z u, > |

o =3 auly = o =<z,u, > VYn €N, Vb:N — N bijektiv: z = > | agm)tsm)
eVzeF3zeFE: 2=

n=1

< &, up > Uy, (T — z)Lspan(u,)nen

. (E,<,>) Hilbertraum, S C E ONS = Vz € E: Sy(z) :={u € S: < z,u ># 0} abzihlbar
. Sei (E, <,>) Hilbertraum und S C E ONS. Dann:

eVeieE3zcE: z=) ¢ <z,u>u, (r—z)LspanS

eVzeE: zespanSe z=3, <zu>us |[zgP=3 o <z,u>|?

Nzl =X es | < @, u> |? nennt sich Parselvalsche Gleichung

. Sei (E, <,>) Hilbertraum und S C E ONS.

S heift Orthonormalbasis von £ & Vo€ E: =) o <T,u>u

. (E,<,>) Hilbertraum, S C E ONS. Dann: sind folgende Aussagen dquivalent:

e S ist Orthonormalbasis von E
e spanS = F
eVzeE: |zP =), 5] <zu>]

. Ein ONS heifit maximal :& VS': [S'D S5,S'ONS = S=5< Vee E: [vLS= x=0]
. Sei (E, <,>) Hilbertraum, S C E ONS. Dann: S ONB von £ < S maximales ONS von E

2.5.1 Exkurs: Partielle Ordnungen

Sei X eine Menge und R C X x X eine Relation auf X. Wir schreiben zRy & (z,y) € R

(a) R heifit partielle Ordnung auf X :& R reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
(b) R partielle Ordnung = (X, R) partiell geordnete Menge
(¢) Y C X heiBt Kette in (X, R) :< Vo,y €Y : [xRyV yRx]
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(d) R heiit totale Ordnung & X ist Kette in (X, R)

(e) a € X heifit obere Schranke von Y C X bzgl. R:< Va €Y : zRa

(f) a € Y heifit maximales Element von Y C X bzgl. R Vo €Y : [aRzx = x = d]

(g) (X, R) heiBt induktiv geordnet :& Jede Kette Y # () von (X, R) hat eine obere Schranke

. Zornsches Lemma (Kuratowski-Zorn)

(X, R) partiell geordnete Menge, X # (), X induktiv geordnet = X besitzt ein max. Element
(E,<,>) Hilbertraum, Sp C E ONS = 3SC E: S ONB, S D Sy

Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Seien 1, So ONB vom Hilbertraum (FE, <, >). Dann: existiert eine Bijektion a: S; — S

Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel :<» 3D C X : X abzéhlbar, D = X
& Ve>0,VeeXIyeD: dz,y) <e

Sei (E, <, >) Hilbertraum. Dann:
E besitzt eine abzéihlbare ONB < E separabel mit Metrik d(z,y) = ||z — y||

Der Satz von Radon-Mikodyn

. Seien p, v Mafle auf der o-Algebra 2.

v heiBit absolut stetig bzgl. p:= VAeA: [ud=0= vA=0l< vr<u

. Sei (2,2, p) MaBraum, ¢ : Q — [0, co] A-meBbar, VA € A: vA = [, odp = [ 1aodp, vA € [0, ]

v:2A — [0,00] ist MaB auf 2, o die Dichte von v bzgl. u. Es gilt: v < p

. v hat eine Dichte bzgl. p = v < u

. Sei (,2A) messbarer Raum, g, v MaBe auf 2 mit » < g Dann: 3o : Q — [0, 1] A-meBbar:

vA= [, odp= [, 1aodp VA €U, Vf:Q — [0,00] U-meBbar: [, fdv = [, fodu

. Satz von Radon-Mikodyn

(Q,2A) messbarer Raum, p, v o-endliche Mafle auf 2.
Dann: 3o : 2 — [0,00] : VA e A: v(A) = [, odp, [, fdv = [ fodu Vf > 0 A-messbar

Der Bairesche Kategoriensatz

. A C E heiBt von 1. Kategorie :& I(F,)nen: A C U, ens Fn abgeschlossen
. A C F heiit von 2. Kategorie :< A ist nicht von 1. Kategorie

. Satz von Cantor

n—00

(E,d) vollst. metr. Raum, (F,), : F,11 C Fy, F, # (0 abgeschlossen in E Vn € N, diam(F,) — 0

Dann: 3z € E: (), oy Fn = {2}

neN - n

. F C E, F abgeschlossen, Int(F) # (

Dann: VK, K abgeschlossene Kugel 3K’ abg. Kugel: K/ C K, K'NF =0

Sara Adams
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Bairescher Kategoriensatz
(E,d) vollstindig, G C F offen, 0 # G c U
Dann: 3k e N: IntF, =0

en £, I abgeschlossen Vn € N

. Sei (E, ||.]) Banachraum, dimgE = co.

Dann: ist jede Basis von E (im Sinne der Lin. Alg.) iiberabzéihlbar.

. Sei E separabler Hilertraum, dimgxF = oo.

Dann: 3 abzihlbare Hilbertraumbasis (aber keine abzdhlbare Basis im Sinne der Lin. Alg.)

Das Prinzip der gleichméfligen Beschrianktheit

. fi: E > R: (fi)ier heifit punktweise nach oben beschrinkt

& Vo e BE3IM, €[0,00) : sup;e | fi(x)| < M,

. Satz von Osgood

Sei (E,d) vollstindig, I Indexmenge, Vi € I : f; : E — R stetig, (fi)ier pktw. nach oben
beschrinkt. Dann: 3K abg. Kugel: K C E,3M € [0,00): Vie I,V € K : |fi(z)] <M

. Das Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit

Seien E, F normiert, E vollstindig, (A;);e; Familie aus £(E, F) mit sup,¢; ||Ai(2)|| < oo Vz € E.
Dann: sup,¢; | 4| < oo

. Seien E, F normiert, E vollstandig, (An)nen C £(E, F),Va : (A,(x)), konvergent in F,

A(z) == lim,_0 Ap(z). Dann: A € £(E, F), insb. A stetig, ||A|| < liminf,_ [|4,]|

Der Satz von Banach-Steinhaus

. Selen E, F' Banachrdume, (A4, )nen aus £(F, F). Dann:

(A,), pkt.w. konvergent <> (||A,||)n beschrénkt, IM € E: M = E, Vo € M : (A,z), konvergent

. Selen E, F, G normiert, F vollstandig, (A,), aus £(F, F') pkt.w. konvergent gegen A : F — F,

(Bn)n aus £(F, G) pkt.w. konvergent gegen B : FF — G
Dann: B, o A, pkt.w. konvergent gegen B o A

2.10 Das Cantorsche Diagonalverfahren

Sei X eine Menge, Vk € N: (24,)n C X : VE €N (@i10)n C (Thn)ns Yn i= Tnpn Vn €N
Dann: Vk € N (yn)n>k C (Trn)nen

2.11 Schwache Konvergenz in Hilbertrdumen

1.

2.

Sei (E, ||.||) normiert und (2)neny C E,z € E
(xn)n konvergiert schwach gegen z 1< Vf € E': f(z,) — f(zr) n K& z, -z
Die {ibliche Konvergenz heifit oft starke Konvergenz.

Ist (E,|.||) Hilbertraum, so hat jedes f € E’ die Darstellung f(z) =< z,z > Va € E, wobei
2=z € E. Daher:z, ~ 2 & VzEE:<xp,2>—=<2,2>
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Schwacher Bolzano-Weierstraf3 in Hilbertriumen
Sei (E, ||.||) Hilbertraum, (), beschrinkte Folge aus E.
Dann: hat (x,), eine schwach konvergente Teilfolge.

Der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

Sei E C-linearer Raum, f: E — C, fi(z) :== R(f(x)), fo(z) == 3(f(z)). Dann:
f C-linear & f; R-linear, Vo € E: fo(x) = — f1(ix)

. Sei E ein K-Vektorraum, p: £ — R

e p heiBt subadditiv :& p(z +y) < p(x) + p(y) Yo,y € E

e p heiBit positiv homogen & p(Az) = Ap(z) VA € [0,00),Vz € E
e p heiBt homogen & p(az) = |a| - p(z) Va € K,Vz € E

e p heifit Halbnorm :& p subadditiv und homogen

. Satz von Hahn-Banach: Reeller Fall

Sei E R-VR, p : E — R subadditiv und positiv homogen, F' C F linearer UR, f : F' — R linear,
f<p Dann: dg: E — R linear: gr = f, g<p

. Satz von Hahn-Banach: Komplexer Fall

Sei £ C-VR, F C E C-linearer UR, f : F — C C-linear, p : F — R subadditiv und positiv
homogen, R(f) < p. Dann: 3¢ : F — C C-linear: gjp = f,R(g9) <p

. Satz von Hahn-Banach: mit Halbnorm

Sei £ K-VR, p: E — R Halbnorm, F' C E K-lin. UR, f: F — K K-linear, |f(z)| < p(z) Vo € F
Dann: 3g : E — K K-linear: gp = f, |g(z)| < p(x)Vz € E

. Sei (E, ||.]) normiert iiber K, F' C E K-linearer UR, f : F — K linear stetig.

Dann: 3g : E — K linear stetig: gjr = [, ||9/lezx) = || fllerx)

. Sei (E, ||.]) normiert iiber K, 0 # zy € E, 3 € K.

Dann: 3¢ : E — K linear stetig, g(zo) = Bl|zoll, lg]l = 15

- Sei (£, ||.]]) normiert iiber K. Dann: Vo € E': [|z]| = supepr <1 | f ()] = maxsep j71<1 [ £ (@)]

. C C E heiit konvexe Nullumgebung :< Je >0: K. (0) C C

Sei (E, ||.||) normiert iiber K, C' C E konvexe Nullumgebung,
inf P(z) P(z)#0

P(z) = 0 Dann:

Vee E: P(x):={a€ (0,00): z€alC}, p(x):=

e Vo € E: p(z) € [0,00), p subadditiv, positiv homogen, p(z) < L||z||
o Coffen = C={z: p(z) <1}

C C E konvex, a, 3 € (0,00). Dann: aC + 3C C (o + 3)C

Sei (E, ||.]|) normiert iiber K, @ # C C E offen, konvex, zy & C.
Dann: 30 # f € E' : R(f(x)) < R(f(x0)) Ve € C
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Satz von Hahn-Banach: 1. geometrische Fassung
Sei (E, ||.||) normiert iiber K, A, B C E nichtleer, konvex, AN B = (), A offen.
Dann: 30 # f € E': R(f(z)) < Re(f(y)) Vo € A,Vy € B

Satz von Hahn-Banach: 2. geometrische Fassung
Sei (K, ||.||) normiert iiber K, A, B C E, AN B = (), A abgeschlossen, B kompakt.
Dann: 3¢ > 0,30 # f € £/ : R(f(x)) +<l|f]| < R(f(y)) — ¢l fl| Ve € A,Vy € B

= sup,eq R(f(2)) + el| fI| < infyep R(f(y)) — el fl
= JaeK: R(f(x)) <a—e|fll <a<a+ellfl <R(f(v))

Sei (E, ||.||) normiert iiber K, F C E K-lin. UR.
Dann: F liegt dicht in £ & Vf e F : [ﬁF =0=f= 0}

Das Prinzip der offenen Abbildung und der Satz vom abge-
schlossenen Graphen

. A: E — F heiit offen :& [G C E offen = A(G) offen]

. Der Satz von Banach-Schauder

Seien F, F' Banachrdume iiber K, A : ' — F K-linear, stetig, surjektiv. Dann: A offen

. Der Satz von der stetigen Inversen

Seien F, F' Banachriume iiber K, A : ' — F K-linear, stetig bijektiv.
Dann: ist A7 : F — E stetig
A:E—F: Gy:={(v,Az): e E}CEXF

e E, F Banachrdume = E x F Banachraum: ||(z,y)||gxr = ||z||g + |yllF
e A K-linear = G4 K-lin. UR von E x I

o A stetig = G4 abgeschlossen

. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Seien E, F' Banachraume iiber K, A : E — F K-linear, G4 abgeschlossen in £ x F. Dann: ist
A: E — F stetig

. Sei (E, <,>) Inneproduktraum iiber K, D C E K-lin. UR, A: D — E K-linear.

A heift symmetrisch i< Ve, y € D: < Az, y >=<x, Ay >

. Satz von Hellinger-Toeplitz

Sei (E, ||.||) Hilbertraum, A : E — E K-linear, symmetrisch. Dann: ist A stetig

. Satz von der stetigen Projektion

Sei (E, ||.||) Banachraum, E;, Es C E abgeschlossene, K-lin. UR mit
E=E®E [Edc=ux+2(2; €EE)|,p1: E— Ey,x+— 21, pp: E— Eyr — 29
Dann: sind p1, po K-linear und stetig
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Der Satz von Arzela-Ascoli

. Sei (X, d) metrischer Raum, A C X.

e A heift (iiberdeckungs)kompakt in X :< Jede offene Uberdeckung von A hat eine endliche
Teiliiberdeckung

o A heifit folgenkompakt in X :< Jede Folge in A hat eine in A konvergente Teilfolge

e A heiit praekompakt bzw. total beschriankt in X

& Ve>0Hay, a X ACUL, Ke(zy) ={z e X: d(z,2;) <e} (neN)

. Sei (X, d) metrischer Raum, § # A C X. Dann: sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist kompakt in X.
(b) A ist folgenkompakt in X.
(¢) A ist praekompakt in X und vollstandig.

. Sei (X, d) metrischer Raum, A C X. Dann:

A kompakt in X < Jede Folge aus A hat eine gegen = € X konvergente Teilfolge

. Sei (X, d) vollstindiger, metrischer Raum, A C X.

Dann: A prackompakt < A kompakt

. Sei (X, d) metrischer Raum: C(X,R™) := {f : X — R™: f stetig}.

feCX,R™ = ||f]l :==supgex || f(z)||rm < oo ist Norm auf C(X,R™)
Es gilt: (C(X,R™), ||.||) ist vollsténdig

. Sei (X, d) metrischer Raum, A C C(X,R™).

o A heifit beschriinkt ' 3c € [0,00): Vf € A: [|[f| < c & supeysupex ||f(2)] < oo

o A heiflt gleichgradig gleichmiflig stetig
& Ve>030=6(e): VfeAVr,ye X: [dz,y) <d= |flz)— fly)|l <e]

. Der Satz von Arzela-Ascoli

Sei (X, d) metrischer Raum, A C C(X,R™). Dann:
A praekompakt < A beschrinkt in C(X,R™), gleichgradig gleichméBig stetig

Differentialgleichungen

. Sei D C Rx R" offen und f : D — R", (t,z) — f(¢t,x).

f heifit lokal Lipschitz-stetig in D (bzgl. der 2. Variable) < V(to,29) € D 3V offen:

(to,x0) €V C D,3Ly € [0,00) : Vt,z, 2, (t,x), (t,2) € Vi ||f(t,z) — f(t,2)| < Lv|z — 2|

. Satz von Picard-Lindel6f (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Sei D C R x R" offen, f : D — R", (t,z) — f(t,z) stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. der
2. Variable. Dann: V(tg,29) € D 3§ = d(to,z0) > 0,3lp : (to — d,t0 + §) — R™ differenzierbar:
vt e (tO - 67 to + 6) : (tv 99(75)) € Dv W,(t) = f(t7 @(”)7 gD(tO) = Zo

(t) = f(t,z)

d.h. 2(t) == o(t) Vt € (tg — 8, to + §) ist eine “lokale” Losung des AWP {I(t )
T(lg) = X9
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. Satz von Peano

Seien a < b e€R, f:[a,b xR" — R", (t,x) — f(t,z) stetig, beschrinkt durch M € [0,00),n € R™
Dann: 3z : [a,b] — R", t — z(t) : « differenzierbar, &(t) = f(t,2(t)) Vt € [a,b],2(a) =1

Symmetrsiche, kompakte Operatoren und der Spektralsatz

. Sei (E, <,>) Innenproduktraum iiber K, D C E K-lin. UR, A: D — FE linear.

A heift symmetrisch i< Vi, y € D: < Az, y >=<x, Ay >

.A:D—-E K=C,< Az,z >¢ RVz € D. Dann: A symmetrisch

. Sei (E,<,>)IPR, F # 0,A: E — E linear, stetig, symmetrisch.

Dann: ||A]| = supj, - | < Az, > |

. Seien E, F' normiert iiber K, A : E — F linear.

A heift kompakt :< V(z,), C E: [(zn)n beschrinkt = (Az,), hat eine in F konvergente Teilfolge]

. Seien E, F normiert iiber K, A : F — F' linear kompakt. Dann: A stetig.

. Sei E ein linearer Raum iiber K; D C F lin. UR, A: D — F linear.

(A u) € Kx (D\{0}) heiit Eigenwert-Eigenvektor-Paar von A :< Au = A\u

. Sei (E,<,>) IPR iiber K, D C E lin. UR, A: D — F linear, symmetrisch.

Dann: ist jeder EW von A reell und EV zu versch. EW sind orthogonal zueinander.

. Sei A Eigenwert von A: D — E.

Dann heifit dim(Kern(A — A)) geometrische Vielfachheit von .

. Sei (E,<,>)IPR, F C E lin. UR, A: E — E linear, symmetrisch, A(F) C F. Dann:

o A(FY)c F*
e Akompakt = Ajp. : Ft+ — F* kompakt

Sei (E,<,>)IPR, 0 # A : E — E linear, symmetrisch, kompakt. Dann:
e uel: |ul=1]<Au,u> | =sup,ep o1 | < Az, 2> | = A]
o Spe{[[AlL—lIAl}: Au = pu

Der Spektralsatz fiir lineare, symmetrische, kompakte Operatoren
Sei (E, <,>)IPR, 0 # A: E — F linear, symmetrisch, kompakt. Dann: gibt es zwei Moglichkeiten:

(2) 3, 3us, -t € B i, pon € R : s orthonormal, Jug] < [p-al, Aui = pe Y,
Aw =370 e < xup > up Vo € E

(b) I(ug)ren Orthonormalfolge, (tux)ren C R < |p] < |ptres], Aur = prug Vk,
Az = Ezozhuk < z,up>up Ve € E

In beiden Féllen gilt: {px} = {p: p# 0,0 EW von A},
Vi # 0 EW von A: geom. Vielfachheit von p = [{k: . = p}|



