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1 Begriffe

Sei G ein Graph mit Knotenmenge V(G) und Kantenmenge E(G). Wir ben6ti-
gen die folgenden Bezeichnungen:

e Eine Clique ist eine Knotenmenge C' C V(G), der einen vollstandigen
Graphen induziert, d.h. es gilt: a,b € C' = (a,b) € E(G)

e Mit der Cliquenzahl w(G) bezeichnet man die maximale GréBe einer Cli-
que von G. [clique number]

e Eine stabile Menge ist eine Teilmenge S der Knotenmenge V(G), so
dass keine Kante zwischen zwei Knoten der Teilmenge verlduft, d.h. a,b €

S = (a,b) & E(G)

e Mit a(G) bezeichnet man die maximale Grofie einer stabilen Menge. [sta-
ble set number]

e Eine Farbung ist zuléssig, falls je zwei Endpunkte einer Kante verschie-
den gefdrbt sind.

e Mit x(G) bezeichnet man die kleinst mogliche Anzahl an verschiedenen
Farben, um einen Graphen zuléssig zu firben. [chromatic number]

o Dic Taillenweite v(G) eines Graphen ist die Grosse des kleinsten Kreises
von G [girth].

2 Einfache Voriiberlegungen

1. Jede Farbe induziert eine stabile Gruppe. = x(G) > IZ((g

==

S

2. Jeder Knoten einer Clique muss anders gefirbt sein. = x(G) > w(Q)

3 Theorem

Fiir jedes k,l existiert ein Graph, dessen Farbungszahl x(G) > k ist und
dessen kleinster Kreis mindestens die Lange ! hat, also v(G) > L.

VE,leNTG: x(G) > k,(G) >




4 Beweis

Sei V' eine Knotenmenge mit |V| = n. Wir betrachten den Wahrscheinlich-
keitsraum G, aller Graphen auf dieser Knotenmenge, wobei die einzelnen
Kanten mit Wahrscheinlichkeit p auftreten.

Fasst man die Auswahl der Kanten als ein Bernoulli-Experiment auf, so kann
man die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der einzelnen Graphen einfach
berechnen. Fiir einen Graphen H mit |E(H)| = m folgt demnach

PH] = p"(1—p)B)

Sei p := n =1 und X bezeichne die Anzahl der Kreise mit Lange <.

Es gibt (:L) Moglichkeiten Knoten fiir einen Kreis der Lénge 7 zu wéhlen und 3!
Moglichkeiten diese anzuordnen. Bei dieser Zahlung werden die Kreise jedoch
27 mal beriicksichtigt, da es i Startpunkte gibt und die Orientierung beriick-
sichtigt wurde (Man kann immer den néchsten rechten Knoten oder den néchs-
ten linken Knoten wihlen. = “gerichtete Graphen”). Durch p’ erhilt man die
Wahrscheinlichkeit, dass der Kreis tatsédchlichk ¢ Kanten hat.

Da der Erwartungswert Linearititseigenschaften aufweist, gilt demnach:

E[X]:i() zl:n_ﬂnb. n#1 zlzf "

=3 i= =3

Mit Markovs Ungleichung

fir 7 = § und m = 1 folgt
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Insbesondere gilt fiir ausreichend grofies n
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Menge der Grofle a unabhéngig ist, betriagt
(1-7p) (3), da (5) Kanten auftreten kénnen. Daher gilt fiir a := f% Inn] +1

P[Q(Gﬂm) > a] < <n> (1 —p)(;) < (ne—ll”\%l)a < TL_%,
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denn es gilt:

pla—1)>p-ZIn(n) = 3In(n) = n® =" < 0D o pe s < p73

Es gilt also fiir ausreichend grofles n:

Folglich glbt es fiir ausreichend grofies n einen Graphen G mit n Knoten,
a(G@) < 3nm Inn + 1 und weniger als § Kreisen.

Sei G’ der Graph, der dadurch entsteht dass man von jedem Kreis von G
einen Knotenpunkt entfernt. Offensichtlich gilt dann

a(G') < a(G)

Da x(G") > &) folgt:
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Die Behauptung folgt, da fiir ausreichend grofies n
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