Zusammenfassung zu Graphentheorie

Sara Adams

2. Juli 2005

Diese Zusammenfassung basiert auf der Vorlesung
Graphentheorie
gehalten im Wintersemester 2004/05
von PD Dr. Uwe Leck
an der Universitdt Rostock

Inhaltsverzeichnis
1 Einfiithrung
1.1 Begriffe . . . . ..
1.1.1  Graphen und Untergraphen . . . . . .. .. ... ... ... ... .....
1.1.2  Nachbarschaften . . . ... ... ... ... ... ...
1.1.3 Kantenmengen . . . . .. . .. ...
1.1.4 Kanten- und Knotenbeziehungen . . . . . . ... ... ... ... . ....
1.1.5 Valenzen . . . . . . . . ...
1.1.6 Spezielle Graphen . . . . . . .. .. ...
1.2 Operationen . . . . . .. ..
1.3 Grundlegende Eigenschaften . . . . ... ... .. ..o
2 Spezielle Graphenklassen
2.1 Vollstandige Graphen und Cliquen . . . . . . . ... ... ... ... ... ....
2.2 Wegeund Kreise . . . . . . . ..
221 Wegeund Kreise . . . . . .. .. o
2.2.2  Umfang, Taillenweite und Abstand . . . . . .. ... ... ... ... ...
223 SHbze . ...
2.3 Zusammenhingende Graphen . . . . . ... ... ... L.
2.3.1 Zusammenhang, Komponenten und Gerste . . . . . . . .. ... ... ...
2.3.2 Der Satz von Mader . . . . ... ...
2.3.3 Der Satz von Menger . . . . . .. ...

R R W W W W W W

DA OO O Ut Ut Ot Ot gt U

Sara Adams Zusammenfassung zu Graphentheorie - WS 2004/05 2

2.4 Bipartite Graphen . . . . . . ... e 6
2.4.1 k-partite Graphen . . . . . . . .. [
2.4.2  SEEZE . . .. 6

2.5 Eulersche Graphen . . . . . . . . ... 6
2.5.1 Euler-Kreise und -Wege . . . . . . . . ... [§
252 SAtze . . .. 6

2.6 Baume und Wilder . . . . . . .. L 7
2.6.1 Baumeund Wéalder . . . . . . . . .. 7
2.6.2 SAbtze . . ... 7

2.7 Planare Graphen . . . . . . . . . 7
2.7.1 Planaritéit, Gebiete und Rander . . . . . . . ... ... 0oL 7
272 SHbze . . ... 7
2.7.3 Die Eulersche Polyederformel . . . .. ... ... ... ... 0oL 7
2.7.4 Der Satz von Kuratowski . . . . .. ... . 8

Faktoren und Matchings 8

3.1 Faktoren und Matchings . . . . . . . . .. ... Lo 8

3.2 SEbze . ... 8
3.2.1 Der Heiratssatz . . . . . . . . ... .. 8
322 DerSatzvon Hall . . . . . ... ... 8
3.2.3 Der Satz von Petersen . . . . . . ... 8
3.24 Der Satz von Tutte . . . . . . . . ... 9

3.3 Faktorisierungen . . . . . ... 9
3.3.1 Faktorisierungen, Hamilton-Wege und -Kreise . . . . . ... ... ... ... ... 9
332 SHbzZe . ... 9

Farbungen 10

4.1 Knoten- und Kantenfirbungen . . . . . . . . . ... Lo oL oo L 10

4.2 SAtze . . . L 10
4.2.1 Der Satz von Konig . . . . . . . . ... 10
4.2.2 Der Satz von Vizing . . . . . . . ... 10
4.2.3 Der Satz von Brooks . . . . . ... 10
424 Der Satz von Grotsch . . . . . ..o 10
4.2.5 Der 4-Farben-Satz . . . . . . . ... 10



Sara Adams Zusammenfassung zu Graphentheorie - WS 2004/05 3 Sara Adams Zusammenfassung zu Graphentheorie - WS 2004/05 4

‘In diesem Skript werden nur endliche Graphen betrachtet. 1.1.5 Valenzen

e xcV: d(x):=|N(z)

1 Einfiihrung

e 1 isoliert < d(x) =0
1.1 Begriffe e §() := mingey d(x) Minimalgrad
1.1.1 Graphen und Untergraphen e A(z) := max,cy d(x) Maximalgrad

hG=(V,E i E=0,Ec (Y @
Graph G = (V, E), wobei V' N 0, EC (2) e d(G) = % Durchschnittsgrad

e V: Knotenmenge, n := |V| Ordnung von G
o £(G) == 1d(G)
e E: Kantenmenge, m := |E|

o G' = (V' E') Teilgraph von G = (V,E) & V' CV,E' C E,G’ Graph (Bez. G' C G) 1.1.6  Spezielle Graphen

e |V| < oco: endlicher Graph
e ' = (V',E’) Obergraph von G = (V,E) & V' DV, E' D E, G’ Graph (Bez. G' 2 Q)

. . . (0, 0): leerer Graph
e (' = (V', E’) induzierter Teilgraph (Untergraph) von G = (V, E)

& VICVE ={vwe E: v,weV'} (Bez G[V']) e §(G) = A(G) =k : k-regulirer Graph

e ' = (V', E’) aufspannender Teilgraph von G = (V E) =& V' =V G 3-reguliir: G kubisch

1.1.2 Nachbarschaften 1.2 Operationen
eveV: Nw)={weV:wweE} e UCV:G-U:=V\UE\{ecE:FJueUveV: e=uv})
evcV: N(x):=N(@)u{v} e HCG: G—-H:=G-V(H)
o XCV: N(X)i=U,x N@)\X e FCE: G- F:=(V,E\F)

1.1.3 Kantenmengen FcC (‘2/) : G+ F:=(V,EUF)

e X, YCV: EX,)Y)={eyeE: zeX,yeY}

G:=(V, (‘2/) \E) (Komplement)
ercV: Ex)={zyeE: x#£yyecV}

L(G) := Graph, bei dem die Knoten die Kanten von G sind und diese adjazent sind, falls die
Kanten in G inzident sind (Kantengraph)
1.1.4 Kanten- und Knotenbeziehungen

o z.y€cV adjazent 1= zy € E 1.3 Grundlegende Eigenschaften
§(G) < d(G) < A(G)

e x €V e€ Einzident :&& z €e

e ¢, fe Einzident & en f#0 ® D ey d@) =2m
{zeV: d(z) mod2=1} mod2=0

¢« G=(V,E), m>1= JHCG: 6(H)><(H) > (G)
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2 Spezielle Graphenklassen 2.3 Zusammenhiingende Graphen

2.3.1 Zusammenhang, Komponenten und Gerste

2.1 Vollstindige Graphen und Cliquen

K, = (V, (\;)) vollstandiger Graph e G zusammenhéngend & Vr,y € V 3 z-y-Weg

e G k-zusammenhingend 1< |G| > k, G — X zusammenhingend VX C V) |X| < k

Clique := vollsténdiger Teilgraph
e Zusammenhangszahl x(G) := max{k : G k-zshg.}
e Cliquenzahl w(G) := max{l : K; C G}
e Komponente von G := maximaler zusammenhéngender Teilgraph von G

Coclique / unabhingige (stabile) Menge:= Menge von paarweise nicht adjazenten Knoten in V/ - o . _ o
e Geriist von G := minimaler aufspannender Teilgraph von G, desses Schnitt mit jeder Komponente

e Stabilitdtszahl / Unabhéngigkeitszahl «(G) := max{|M|: M C V stabil} zusammenhéangend ist

. e A BCV: X ist A-B-Trenner :& X C V, jeder A-B-Weg enthélt einen Knoten aus X
2.2 Wege und Kreise

2.2.1 Wege und Kreise 2.3.2 Der Satz von Mader

o P, = xyz,..x; Weg der Linge k d(G) > 4k = G hat einen k-zshg. Teilgraphen

e A, BCV: A-B-Weg : Weg P mit PN A= {x0}, PN B = {x}} 2.3.3 Der Satz von Menger

o PU, PO kreuzungsfreie a-b-Wege :< P N P® = {a, b} A, B C V : Die kleinste Méchtigkeit eines A-B-Trenners ist gleich der grofitmoglichen Anzahl
knotendisjunkter A-B-Wege

o Cy = xory..25_1%0, k > 3 : Kreis der Lange k

2.4 Bipartite Graphen

2.4.1 k-partite Graphen

e G = (V,E) bipartit :&= V = V,UV;, V4,V # 0 unabhiingige Mengen (Bez. G = (V; U Va, E)

2.2.2 Umfang, Taillenweite und Abstand
e Umfang von G := Lénge eines langsten Kreises in G

o Taillenweite von G : ¢(G):= Lénge eines kiirzesten Kreises in G .
e G = (V,E) k-partit ;& V =JVi, Vi # 0 unabhingige Mengen
e Sehne von Cy 1 zzx;: iz & E(Cy)
o K, n, vollstindiger k-partiter Graph :& |Vi| =n;, [z € V;,y € V},i# j = zy € E]

X, Y CV: dg(X,Y) :=Linge eines kiirzesten X-Y-Weges

e diam(G) := max{dg(z,y) : x,y € V} Durchmesser von G 242 Sitze

e (G bipartit & G enthiilt keinen Kreis ungerader Léange
2.2.3 Sitze

e Jeder Graph G enthilt einen Weg der Linge §(G) 2.5 Eulersche Graphen

e §(G) > 2 = G enthilt einen Kreis der Linge §(G) + 1 2.5.1  Euler-Kreise und -Wege

o Fuler-Kreis ejey..6,, 1 E = {e1,..,en}, €, €41 (1 =1,..,m) inzident mit e =e
e 9(G) >3 = g(G) <2-diam(G) + 1 e ter o enb i i ( ) e

e Euler-Weg ejeg..6,, : E={ey,..,em}, €i,ei41 (0 =1,..,m — 1) inzident, e; # e,
2.5.2 Sitze

Sei G zusammenhédngend

o G enthilt einen Euler-Kreis < Vo € V1 d(z) mod 2=0

e G enthilt einen Euler-Weg <& 3z £y € V : d(z) mod 2 =d(y) mod 2 =1,Vz € V\{z,y} : d(z)
mod 2 =10
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2.6 Biume und Wilder
2.6.1 Biume und Wilder
e G Wald :& G enthilt keinen Kreis

e (G Baum :& G ist Zusammenhangskomponente von einem Wald

2.6.2 Sitze
e G Wald & [z,y € V= Jmax. ein z-y-Weg in G|

e (7 ist Baum < G zusammenhiingend, G — e nicht zusammenhéngend Ve € E < G kreisfrei,
Vz,y € V,ay € E: G + xy enthilt einen Kreis

e Jeder zusammenhéngende Graph enthélt einen aufspannenden Baum.
e G=(V,F)Baum = |E|=n—-1
o G = (V,E) Wald mit ¢ Komponenten = |E| =n —c¢

e G=(V,E)Baum,n>2= Jx#yecV:dx)=dy) =1

2.7 Planare Graphen
2.7.1 Planaritit, Gebiete und Riander

e Ein Graph G = (V, E heifit planar, wenn er sich so in der Ebene darstellen ldsst, das verschiedene
Knoten verschiedenen Punkten der Ebene entsprechen und die Kanten einfachen Jordan-Kurven,
so dass der Durchschnitt von je zwei dieser Kurven entweder leer ist oder aus genau einem gemein-
samen Endpunkt besteht.

e Entfernt man die Kanten eines ebenen Graphen G aus dem R?, so zerfillt die Ebene in Gebiete,
die offen sind und von denen genau eines unbeschrinkt ist.

e Der Rand eines Gebietes ist die Menge der Kanten in seinem Abschluf.

e Zwei Gebiete sind benachbart, wenn ihre Rénder eine gemeinsame Kante haben.

2.7.2 Sitze

e Jeder planare Graph besitzt eine Darstellung als ebener Graph, bei der alle Kanten durch Strecken
dargestellt sind.

e G planar = m < max{n — 1, ;45 (n — 2)} (g = oo, falls G Wald)
e G planar = m < 3n—6

e K33 und K sind nicht planar

2.7.3 Die Eulersche Polyederformel
Sei G zshg., ebener Graph mit f Gebieten. = n—m+ f =2
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2.7.4 Der Satz von Kuratowski

e cine Unterteilung von G ist ein Graph, der sich aus G erzeugen lasst, indem Kanten durch Wege
ersetzt werden.

e G planar < G enthilt keine Unterteilung des K33 oder K5

3 Faktoren und Matchings

3.1 Faktoren und Matchings

e Ein Matching in G ist ein Teilgraph, der nur aus unabhéngigen Kanten besteht (paarweise nicht
inzidenten Kanten).

e Ein maximales Matching ist ein Matching, dem keine weiteren Kanten hinzugefiigt werden konnen.
o M Matching maximaler Groe :< AM, Matching: |E(Ms)| > |E(M))|

e Ein Faktor von G = (V, E) ist ein spannender Teilgraph G’ = (V, E).

e Ein k-Faktor von G ist ein k-reguliarer Faktor.

e Ein perfektes Matching ist ein 1-Faktor.

e U C V Knoteniiberdeckung < eNU # Ve € E

3.2 Sitze
3.2.1 Der Heiratssatz
Sei G = (AU B, E) bipartit. Dann gilt:
G enthélt ein Matching mit |A| Kanten & VX C A: |[N(X)| > |X]|

3.2.2 Der Satz von Hall

Seien Ai, .., A, Mengen. R = {ay, .., a,,} heiBt Représentantensystem fiir Ay, .., A, falls a; € A;(i =
1,..,m) und a; # a; Vi # j

Ay, .., Ay, besitzt ein Représentantensystem < V.S C {1,..,m} : [U;eq Ail > |S|

3.2.3 Der Satz von Petersen

k > 1: Jeder 2k-regulidre Graph hat einen 2-Faktor.
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3.2.4 Der Satz von Tutte

Es sei ¢(H) die Anzahl der ungeraden Komponenten von H. Dann gilt:

G besitzt einen 1-Faktor < VS C V: [S| > ¢(G - 95)

e (& bipartit = Die Méchtigkeit eines groten Matchings in G ist gleich der kleinstmdoglichen Méchtig-
keit einer Knoteniiberdeckung.

e G =(AUB,E) bipartit, d € NVX C A: [N(X)| > |X|—d= 3 Matching mit |A| — d Kanten
e Jeder k-reguliire, bipartite Graph (k > 1) enthélt ein perfektes Matching.

e G enthilt genau dann ein Matching M mit |[V(M)| >n—d, wenn VS C V : ¢(G—S) <|S|+d

3.3 Faktorisierungen
3.3.1 Faktorisierungen, Hamilton-Wege und -Kreise

e Eine Faktorisierung von G = (V, E) ist eine Menge {Hy, .., H;} von spannenden Teilgraphen von G
mit B = UL:11E(H1)

e k-Faktorisierung: H; ist k-regular Vi =1, ..,1
e H-Faktorisierung: H; ist isomorph zu H Vi =1, ..,1
e Ein Kreis der Lénge n = |V| heifft Hamiltonkreis von G

e Ein Kreis der Lénge n — 1 ist ein fast-hamiltonischer Kreis.

Ein Weg der Linge n — 1 heifit Hamiltonweg.

3.3.2 Satze
e n > 3 ungerade = 3 H-Faktorisierung des K,, mit H = "7’1 Kyt
e n > 4 gerade = 3 1-Faktorisierung des K,
e n > 2 gerade = IP,-Faktorisierung des K,
e n > 3 ungerade = JC,-Faktorisierung des K,
e Jeder k-regulire, bipartite Graph (k > 1) ist 1-faktorisierbar.

e (G ist 2-faktorisierbar < G ist 2k-regulir (k > 1)
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4 Farbungen

4.1 Knoten- und Kantenfirbungen
1. Knotenfdrbungen

e Eine C-Knotenfirbung von G = (V, E) ist eine Abbildung ¢: V — C
e Eine C-Knotenfirbung ist zuldssig :< [zy € E = c(x) fc(y)]

k-Farbung: zuldssige Knotenfarbung mit |C| =k
chromatische Zahl x(G) := min{k : Jk-Farbung von G}

2. Kantenfarbungen

e Eine C-Kantenfirbung von G = (V, E) ist eine Abbildung ¢: E — C
e Eine C-Kantenfirbung ist zuléssig < [zy,2z € E,y # z = c(zy) # c(zz)]
o chromatischer Index x/(G) := min{|C| : 3 zuléssige C-Kantenfirbung von G}

4.2 Sitze
4.2.1 Der Satz von Koénig
G bipartit = x'(G) = A(G)

4.2.2 Der Satz von Vizing
A(G) < X/(G) < Delta(G) + 1
4.2.3 Der Satz von Brooks

G zusammenhingend, G & {K,, Ca,11: n € N} = x(G) < A(G)

Bemerkung: x(K,) =n, x(Cony1) =3

4.2.4 Der Satz von Grétsch

Jeder dreiecksfreie, planare Graph ist 4-farbbar.

4.2.5 Der 4-Farben-Satz

Jeder planare Graph ist 4-farbbar.



