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1 Abkiirzungen 2.2 Relationen
-  impliziert* e R Relationvon A x B: RC Ax B
. o«
= ,,afllvalent “u e R Relation auf M < R Relation von M x M
A4 Hfiir alle®
3 »€s existiert ein“ — reflexiv (a,a) e RVa e M
=l »es existiert genau ein“

— symmetrisch (a,b) € R= (b,a) e RVa,be M
— antisymmetrisch (a,b) € R= (b,a) ¢ RVa,be M

2 Mengen, Relationen, Abbildungen -
transitiv (a,b), (b,c) € R= (a,c) e RVY a,b,ce M

2.1 Mengen e R Aquivalenzrelation < R reflexiv, symmetrisch, transitiv

e Menge: Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen o m Aquivalenzklasse von m € M: ~ Aquivalenzrelation auf M, m = {z € M : m ~ z}

e Element: Objekt einer Menge m Représentant von m
e Seien A, B, M,, .., M, Mengen: e R Ordnungsrelation < R reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
— Vereinigung von Mengen: AUB={z:2€ AVz € B} e ~ Aquivalenzrelation auf M, z,y € M:
— Vereinigung von Mengen: U?:lMi:{x:Sie{1,..,n}:m€Mi} —r~yY=>T =7, Thy=>TNGT=0
— Durchschnitt von Mengen: ANB ={z: 2 € AAz € B} — Die Aquivalenzklassen von ~ bilden eine Partition auf M
— Durchschnitt von Mengen: (\}_, M; = {z 1z € M; Vz € {1,..,n}}
— AohneB: A\B={z€c A:z¢ B} 2.3 Abbildungen
— disjunkte Mengen: AUB=0={} e f Abbildung von A nach B: f Relation,Va€ AbeB:(a,b)ef& f:A—> B

— A Teilmenge von B < B Obermenge von A& [r€ A=z€ B ACB
— A echte Teilmenge von B ACB,A#B<< ACB

— (my,..,m,) n-Tupel: m; € M;,i+1,..,n

— Kartesisches Produkt: A x B = {(a,b) :a € A,b € B}

—be BBildvona € A< a Urbild von b< (a,b) € f < f(a)=0b
— A Definitionsbereich bzw. Urbildmenge

Bildmenge: f(A) = Bild(f) = {f(a) :a € A} C B

f injektiv: f(a1) = f(a2) = a1 = a2

- Ml, ..,Mn Partition von A: U?:l M, = A, Ml n M]' = @ Vi ;é‘] _ f surjektiv: be B= JacA: f((l) —b
— Potenzmenge von A: P(A)=24={M: M C A} ~ fbijektivibe B= JlacA: fla)=b
e |M| Michtigkeit von der Menge M: Anzahl der (verschiedenen) Elemente von M e A, B gleichmichtig: J Bijektion f : A — B < |A| = |B|
e M endlich & |M|< oo, M unendlich & |M|=oc0 e fu,AC B Einschriinkung von f : B — C
* A, B,C Mengen: o Identitdt auf A: idy: A — A,a—a
— Kommutativgesetze: AUB=b0UA, ANB=BNA e f:A—B,g:C—D, f(A)CC: (gof)a)=g(fla)Vaec A

— Assoziativgesetze: (AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=ANn(BNC)
— Distributivgesetze: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

e f:A-5B,g:B—-Ch:C—D: (hog)of=ho(gof)

e f:A— Bhbijektive Jg:B— A:go f=1idy, fog=idg (g Inverse zu f)

|Al,|B| < 0o = |AUBJ|,|ANB| < oo, [AUB| = |A| +|B| - |An B

4] < 00 = |P(A)] = 214
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3 Gruppen und Kérper 3.2 Korper

Definitionen

3.1 Gruppen

Definitionen e K Korper mit Verkniipfungen +, -

e o Verkniipfung auf M : o: M x M — M (a ob=o((a, b))) — (K, +) abelsche Gruppe (Nullelement e = 0, Inverse zu a : —a)
J0#1€K: 1-a=aVa€ K (Existenz des Einselements)

0#£a€ K= Jal: a! a=1 (Existenz der Inversen)

e G Gruppe mit Verkniipfung o & (G,0) &

—ao(boc)=(aob)ocVa,b,ce G (Assoziativgesetz) —(a-b)-c=a-(b-c)Va,b,c € K (Assoziativgesetz)
—JdeeG: eog=gV g€ G (neutrales Element) —a-b="b-aVa,be K (Kommutativgesetz)
~g€G= Jg'e€G: gog'=e (inverses Element) —a-(b+c)=a-b+a-cVa,b ce K (Distributivgesetz)

e G abelsche Gruppe: G Gruppe, Va,b € G:aob="boa e L Unterkorper von K: L Korper bzgl. +z, |z

e U Untergruppe von (G,0): U C G,U Gruppe bzgl. ojyxu en-1=" 1,n-a=3%" aVnelN

U triviale Unt G:U G
. riviale Untergruppe von € {{e},G} Sitze
e G multipikative Gruppe: Einselement neutrales Element von G o K Korper

e (G additive Gruppe: Nullelement neutrales Element von G ~ (K*,) = (K\{0},") abelsche Gruppe

e gcG:g"=¢,g'=g, g"=gog"'VneN, ¢g°=(9 *) 'VzeZ\N, —ab=0= (a=0)Vv (b=0)
—a+b=c= a=c+ (—b) (Schreibweise: a = ¢ — b)

a-b=c, b#0= a=c b~ (Schreibweise: a = §)
e G Gruppe, a,be G —0-a=a-0=0Yae K

Sitze

—boa=e=aob=-¢b=a"' (Eindeutigkeit vom inversen Element) e Unterkorperkriterium: L C K Unterkirper von K:

— f€G: foa=aVa€eG= f=e (Eindeutigkeit vom neutralen Element)
—aoce=a, el=ce
— (afl)fl =a, (110 b)—l — b—l Oa—l

—aob=aoc= b=¢, boa=coa= b=c

-0,1€elL
-abel= a+ba-beL
—a,bel,b#0= —a,b el

e Untergruppenkriterium: U Untergruppe von G < 4 Vektorriume

—eeU . G "
-—abelU= aocbelU 1 rundlagen
—a€elU= aleU Definition und Eigenschaften

o VV K-Vektorraum: K Koérper mit Verkniipfungen +, - :

— (V,+) abelsche Gruppe (Addition) mit Nullelement Nullvektor 0
— -: K xV =V (Skalarmultiplikation)

*xleK,1l-v=0VoveV

* k-(vtw)=k-v+k-wVkeKuvweV

x (k+0)-v=k-v+l-vVkIleKveV
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x« k-(l-v)y=(k-1)-vVkleKveV
o 1V K-Vektorraum, k£ € K,v € V
—0-v=w, K-0=0
— (K)o =k (=) = (k)
—k-v=0=(k=0)V(v=0)

4.2 Unterrdume und Erzeugendensysteme
Definitionen
e U K-Unterraum von V: U C V,U Vektorraum bzgl. +yyy, |K x U
e U trivialer Unterraum von V & U € {{0},V}
e Summe von den Unterrdumen Us,..,Un: Y7 Uy ={> 0 u;i i us € Uyyi = 1,..,n}
e v € V Linearkombination von vy, ..,vs : Jki,., ks € K :v = Zle ki v

e v € V Linearkombination von () # M C V: v Linearkombination von endlich vielen
Vektoren aus M

e < M > Erzeugnis von M: Menge aller Vektoren, die Linearkombinationen von M sind
(<M >={Yky,-vik, € KveM} <0>={0})

e M Erzeugendensystem von U : M CU <M >=U & M erzeugt U

Sitze

o Unterraumkriterium: V K-Vektorraum: U C V Unterraum von V &
- 0eU
—upups €EU= up+uy €U
—uelUkeK= k-uelU

e U;,i € I Unterrdume = Y, .; U, (N;c; Ui Unterrdume

e M\NCV
— < M > Unterraum von V'
— U Unterraum, M CU =< M >CU
—~NCM=<N>C<M>

-~ MC<N>><M>C<N>
-~ NCM,MC<N>=><N>=<M>

Sara Adams Zusammenfassung zu LAAG I - WS 2002/03 8

4.3 Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit
Definitionen
e v linear abhéngig von v;,..,v, € V : v Linearkombination von vy, .., v,
e v linear unabhingig von vy,..,v, € V : v keine Linearkombination von vy, .., v,
® vy, vy,.. € V linear abhingig: 3 {v; : 7 € I, |I| < co : v; linear abhingig
® Uy, Uy, .. € V linear unabhingig: vy, vy, .. nicht linear abhingig
e v linear abhingig von M CV:ve< M >
e v linear unabhingig von M C V:v ¢< M >
e vy, .., v, linear abhingig: 3 v € {vy,..,v,} : v Linearkombination von {vy, ..,v,}\{v}
. Zi":l k; - v; triviale Darstellung des Nullvektors: k;, =0Vi=1,..,n

e > " | ki-v; nichttriviale Darstellung des Nullvektors: 3¢ € {1,..,n} : k; #0

Sétze
® v1,.., 0, linear abhingig & I K D {ky, ., kn} #{0}: D7, ki-vi=0
® v1,.., v, linear unabhiingig < {Z?:l kirvi=0= k,=0Vi=1, ..,n]

e Eindeutigkeit der Linearkombinationen von linear unabhingigen vy, .., v, :
S kivi=> 0 hi-vi,ki,hi € K= k;=h;Vi=1,.,n (Koeffizientenvergleich)

e M C V: Vektoren aus M linear abhéngig < IMCM:<M>=<M>

4.4 Basis und Dimension
Definitionen
e B Basis von V: B linear unahbhéngig, < B >=V
e B Standardbasis von K™: B = {ey, ..,e,}, €1 = (1,0,..,0), ..,e, = (0,..,0,1)

e B C V maximale Menge linear unabhingiger Vektoren: B linear unabhingig,
A B # M CV linear unabhingig

e B C V minimales Erzeugendensystem von V: < B>=V, AM CB:< M >=V
e U Unterraum von V endlich erzeugbar: 3 M C U,|M| < oo, < M >=U

e dim(V) Dimension von V endlich erzeugbar: Michtigkeit einer Basis von V'
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Sitze

BBasisvon V= 1=Y ok, vV7EYV eindeutig festgelegt

vEB
M linear abhiingig, v ¢< M >= M U {v} linear abhiingig

B Basis von V < B maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren von V < B
minimales Erzeugendensystem von V

U endlich erzeugbar = U besitzt eine endliche Basis
Austauschlemma: B Basis von V ,w # 0= Jv € B: (B\{v}) U {w} Basis von V

Austauschsatz von Steinitz: B = {v;, .., v, } Basis von V, M C V linear unabhiingig,
[M|=m>1= m <n, 3m—n Vektoren uy,..,up_m € B: {uy,..,uy_m} UM Basis
von V

V endlich erzeugbar => alle Basen von V haben dieselbe (endliche) Michtigkeit

Basisergéinzungssatz: dim(V) < oo, M C V linear unabhingig == I M C BCV
Basis von V

dim(V) =n < 0o, M C V linear unabhéngig=> |M| <mn, [|[M|=n < M Basis von V]

dim(V)) < oo, U Unterraum von V = dim(U) < dim(V), [dim(U) = dim(V) & U =
V]

Dimensionsformel: U, U Unterriume von V : dim(U +U) + dim(U NU) = dim(U) +

dim(U)
B CV,dim(V)=|B|=n<oo: BBasis & < B>=V & B linear unabhiingig

4.5 Faktorrdume
Definitionen
e 7 =0v+U Nebenklasse von U : U Unterraumvon V, v € V, v+U = {v+u:u € U},v
Repriasentant von v + U
~(w+U)+(w+U)=(w+w)+UVv,weV (Addition)
—k-(v+U)=(k-w)+UVkeK,veV (Skalarmultiplikation)
e V/U Faktorraum von V nach U : V/U Menge aller Nebenklassen von U, U Unterraum
vonV (V/U={v+U:veV}
Sétze

v-welU=>v+U=w+U
v—wgU= (v+U)N(w+U)=10
V/U ist ein Vektorraum

U,T Unterrdume von V, U C T = T/U = {t+ U : t € T} Unterraum von V/U
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e U Unterraum von V, dim(U) = s < dim(V) = n < infty, {vi,.,v,} Basis von
U, {v1,..,v,} Basis von V = {v:7,..,7,} Basis von V/U
¢ Dimensionsformel fiir Faktorrdume: dim(V/U) = dim(V') — dim(U)
e U Unterraum von V, dim(U) = m < oo, dim(V/U)=n < oo = dim(V)=n+m

e B Basis vom Unterraum U von V, B Basis von V/U= BU B Basis von V

5 Lineare Abbildungen

5.1 Grundlagen
e f:V — W lineare Abbildung: V, W K-Vektorraume,

— Additivitdt: f(v; +wvg) = f(v1) + f(ve) Vo, €V
— Homogenitét: f(k-v)=Fk - f(v)VEkE K,veV

e f e Homg(V,W): f:V — W linear
e f,g€ Hom(V,W),k € K:

- (f+9@) =fv)+g()VveV
Sk D)) =k f@) VeV
= Homg(V,W) K-Vektorraum
o Endk(V)=Homg(V,V), Autg(V) ={f € Endg(V) : f bijektiv}
o f:V — W linear
~ f bijektiv = V=W
- f(0)=0
—v=Ylki v €V= flv)=3L ki f(u)
— U Unterraum von V' = f(U) Unterraum von W
— U Unterraum von W = f~1(U) Unterraum von V

e V,W K-Vektorriume, {vi, .., v,} Basis von V,wy,..,w, € W = 3! lineare Abbildung
VoW flu)=wVi=1.,n

e f € Homg(V,W), v1,..,un €V :

— 1, .., Uy linear abhdngig = f(v;), .., f(v,) linear abhingig
— f(v1), .-, f(v,) linear unabhingig = v, .., v, linear unabhingig
- dim(V) < oo = dim(f(V)) < dim(V)
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5.2 Kern und Bild

Definitionen
e Kern von f € Homg(V,W): Kern(f) ={v eV : f(v) =0}
e Bild von f € Homg(V,W) : Bild(f) = {f(v):v €V}

e natiirlicher Epimorphismus von V auf V/U: v:V - V/Ujv s v+ U

Sitze
e f € Homg(V,W),{v1,..,v,}Basis von V:

— Kern(f) ist Unterraum von V

— Bild(f) ist Unterraum von W

— f injektiv & Kern(f) = {0} & f(v;) linear unabhingig
— [ surjektiv & Bild(f) =W < < {f(n),.., f(vn)} >=W
— f bijektiv & {f(v1),.., f(v,)} Basis von W

o dim(V),dim(W) <oo: V=W & dim(V) = dim(W)
e V K-Vektorraum, dim(V) =n <oco= V = K"

5.3 Der Homomorphiesatz

e f€ Homg(V,W)= V/Kern(f) = Bild(f),g: V/Kern(f) — Bild(f),v+Kern(f) —
f(v) Isomorphismus

e Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen: f € Homg(V,W),dim(V) < co =
dim(Bild(f)) + dim(Kern(f)) = dim(V)

e dim(V) =dim(W) < oo, f € Homg(V,W) = [f injektiv < fsurjektiv]

5.4 Rechnen mit linearen Abbildungen
e f e Homg(U,V),g € Homg(V,W)= go f € Homg(U,W)
e f € Homg(V1,Va),9,h € Homg(Va,V3) = gof+hof=(g+h)of
e f,9 € Homg(V1,V2),h € Homg(V2,V3) = hof+hog=ho(f+yg)
e f € Homy(V1,Va),9 € Homg(Vo,V3),k € K= k-(gof)=(k-g)of)=go(k-f)
o f € Homg(V1,Va),9 € Homg(Va, V3),h € Homg(V3, Vi) = ho(go f)=(hog)of
o f.g,h€ Endg(V),k € K:
—(f+g)oh)=fohyoh
—folg+h)=fog+foh
—(k-flog=fo(k-g)=k-(foy)
—(fogloh=fo(goh)
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5.5 Inverse Abbildungen von Isomorphismen
o fe Homg(V,W) bijektiv= I f 1. W sV, flof=1y,fofl=1y
o f € Homg(V,W) bijektiv = f~! € Homg(W,V) bijektiv
o dim(V) =dim(W) < 00,9 € Homg(V,W),3h € Homg(W,V) : (hog=1y)V(goh =
lyw) = h=g ! bijektiv
5.6 Innere direkte Summen

e V =U, ® U, innere direkte Summe von V: U, U, Unterrdume von V, Uy, N U, =
{0},U; + U, =V, U; Komplement von U,

e U, Uy Unterrtdume von V : V=U®Us < Yo e VI u € Up,ug €Us :ug +ug =0
e U Unterraum von V,dim(V) < oo = U besitzt ein Komplement in V

e V=U®adUy,rm:V = U : [Va v = u +uy = 7(v) :ul] = 7w € Homg(V,U)
surjektiv

e V=U®Uy= f:U; = V/Uy,ur> u+ Us Isomorphismus

6 Matrizen

6.1 Grundlagen
Definitionen
aip ... Qin
e A Matrix aus K™": A = (a;;) =
m1 o-r Qmp
— Transponierte von 4 : AT = (a;;) € K™™
- (a1, -, ain) € K" i-ter Zeilenvektor von A
= (a1, -y am;j)T € K™*! j-ter Spaltenvektor von A
Nullmatrix: (0) € K™*"
— Eij = (er), e =1,e,y =0 flir k #4,1 #j
— Standardbasis von K™ : Ey,i=1,..,m,j=1,..,n (dim(K™") =m-n)

— (@) + (bij) = (a;; + b;;) (Addition komponentenweise)

— k- (a;;) = (k- a;;) (Skalarmultiplikation komponentenweise)

= (ay) € K™, (biy) € K™ : (aij) - (byg) = (cig) € K™, ci5 = 34y i - bj
e A=(ay) e K™ v= (k) e K" =K' A-v= > ki -ay) € K™!
e A quadratische Matrix: A € K"*"

— ai,1=1,..,n Diagonalememente von A = Hauptdiagonale
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— A untere Dreiecksmatrix: a;; = 0Vj > i

— A obere Dreiecksmatrix: a;; =0 Vi > j

— A Diagonalmatrix: a;; = 0 Vi # j

— E, Einheitsmatrix: Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen 1

Eigenschaften

e Ac K™n Be K"™? C e K™= A.-(B-C)=(A-B)-C

o A, Ay€ K™ B By € K™ k€ K :

— A - (Bi+By)=A-Bi+ A - B,

~ (A1 +4y) Bi=A, Bi+4;- B

— A (k-B)=(k-A1)-Bi=k- (A1 By)
- (A-B)T=BT. AT

6.2 Elementare Umformungen von Matrizen

Definitionen

Sei A = (a,-j) € Kmxn;

e Spaltenraum: Unterraum von K™, der von den Spaltenvektoren erzeugt wird

Spaltenrang: Dimension vom Spaltenraum

Zeilenraum: Unterraum von K", der von den Zeilenvektoren erzeugt wird
b

Zeilenrang: Dimension vom Zeilenraum

Rang: Zeilen- bzw. Spaltenrang

Elementare Zeilenumformungen:

O N R

. Typ: Multiplikation einer Zeile mit einem Kérperelement # 0
. Typ: Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile
. Typ: Addition des k-fachen einer Zeile zu einer anderen (k€ K)

. Typ: Vertauschen von zwei Zeilen

Elementare Spaltenumformungen:

=W N =

. Typ: Multiplikation einer Spalte mit einem Kérperelement # 0
. Typ: Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte
. Typ: Addition des k-fachen einer Spalte zu einer anderen (k€ K)

. Typ: Vertauschen von zwei Spalten
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Sitze

6.3

6.4

Elementare Umformungen &ndern weder Zeilen- noch Spaltenrang

A € K™™ kann durch Spaltenvertauschungen und elem. Zeilenumformungen auf fol-

Er B) ,7€ No,B € KM 7"

gende Gestalt gebracht werden: ( 0 0

A € K™ kann durch elementare Umformungen auf die folgende Gestalt gebracht

E. 0
werden: ( 0 0> ,r € Ny

Der Zeilenrang einer Matrix ist genausogro8 wie ihr Spaltenrang.

Die Inverse von quadratischen Matrizen

A € K™ invertierbar bzw. regulir: 3 B € K" : B-A=A-B=FE, B= A"
Inverse von A

A € K™*" singulér: A nicht reguldr

allgemeine lineare Gruppe: GL(n,K) = {A € K™ : A regulir}, (GL(n,K),")
Gruppe mit neutralem Element £,

Ae K™ = f: K" - K™ v~ A-v € Homg(K",K™), Bild(f) = Spaltenraum
von A

feHomg(K", K™)= F'Aec K™": f(v)=A-vVve K"
f: K" — K" v+~ E, v identische Abbildung

@,}B € K™ f(v) = A-v,g9(v) = B-v= (gof)(v) = (B-A)(v), [A-B =FE, & gof=

AL BEKY™:A-B=F,& B-A=E,
A € K™ ™ invertierbar <& Rang(A) =n

A€ GLn,K)= A" € GL(n,K),(AT)" = (A"

Lineare Gleichungssysteme
lineares Gleichunssystem: Az =v
— gegeben: A € K™*" b € K™ gesucht: z € K™
—ZTe€ K" Losungvon A-z=b: A - T=5>
— homogenes System: b=0¢ K™

inhomogenes System: b # 0 € K™

b#0= A-v=0zugehdriges homogenes System
L(A,b) = {ve K", A v =b} Menge aller Lésungen
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A€ K™ = L(A,0) Unterraum von K™

Ae K™ he K™ yoe K" A-vg=b= L(A,b) =+ L(A,0)
A -z =blosbar & b€ Spaltenraum von A

A -z = b hat genau eine Losung < A € GL(n, K)

Der Gauss-Algorithmus: Umformen von A in eine obere Dreiecksmatrix durch Spal-
tenvertauschungen und elementare Zeilenumformungen

Invertieren einer Matrix: Gauss-Algorithmus mit b = ey, .., e,, A zur Einheitsmatrix
umformen

Koordinatensysteme
Koordinatensystem von V : (v1,..,v,),dim(V) = n < oo, B = {v1, .., v, } Basis
(k1, .., k,)T Koordinatenvektor von v bzgl. B: v =31 k;-v;
kg :V — K" kg(v;) = e;, {v1,.., v, } Basis von V: Isomorphismus von V auf K"

T Transformationsmatrix des Koordinatenwechsels von B auf B:
B = {171, ,’l’);} Basis, T = (t,-j),vi = Z::l t)”' . ’lj;

(e1, .., en) Standardkoordinatensystem von V = K"

B = (v, --,Un)7§~: (%1, .., 0,) Koordinatensysteme => A = (v; .. v,), A = (U1 .. Un) €
GL(n,K), T'=A"' - A Transformationsmatrix des Koord.wechsels von B auf B

Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

A =g, fp, Darstellungsmatrix von f bzgl. der Koord.systeme By und By :
dim(V) = n < co,dim(W) = m < oo, f € Homg(V,W), By, By Koord.system von
VW= 3 Ae K™ [v € V,z,z Koord.vektoren von v, f(v) = T7=A- z]

Die Spaltenvektoren von A sind die Koord.vektoren von f(v;)

Rang(f) Rang von f € Homg(V, W) : Rang(f) = dim(Bild(f))
dim(V;) = n;,n; < 0o, B; Koord.system i =1,2,3
- f.g¢€ HomK(Vla VZ) = Bz(f + g)Bl =B fBl +B,9B,

— f € Homg(Vi,Va),k € K= (k- f)p, =k B, 5,
— f € Homg(V1,Va),9 € Homg (Va, V) = BJgo f)B, = (89B,) © (.fB,)

dim(V) =n < oo, dim(W) = m < oo, By, By Koord.system von V, W =
Homg(V,W) — K™" f g, fp, Vektorraumisomorphismus

f € Homg(V,W) = Rang(f) = Rang(s,fs,) V By, By Koord.systeme von V, W

dim(V),dim(W) < oo, By;, By,, Bw,, Bw, Koord.systeme, Ty, Ty, Transformationsma-
trizen der Koordinatenwechsel By, auf By,, By, auf By,, f € Homg(V, W),
Ay =B, fBVI;A2 =B, va2 = Ay =Tw A 'T;l
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dim(V) = n < oo, By, By Koord.systeme von V,T Transformationsmatrix des Ko-
ord.wechsels von B auf By, f € Endg(V), A1 =3, fs,, A2 =B, fp, = Aos=T1-A,-T7!

A € K™*" Darstellungsmatrix bzgl. der Standardkoord.systeme, By,, B, Koord.systeme
von K", K™ T,,T,, Transformationsmatrix von B,, Bm auf Standardkoord.system =
BmfRn :7171 AJV

Die Determinante

Permutationen

7 Permutation von {1,..,n}: 7: {1,..,n} — {1, .., n} Bijektion
11, symmetrische Gruppe: 1I, = {r: {1,..,n} = {1,..,n}: 7 bijektiv}

(a1, ..,a,) Zyklus der Linge r: a; pw. verschieden, n (i) =i fiir i € {a1, .., a,},7(a;) =
7T(az”rl)ri =1,.,r— lyﬂ(ar) =

m Transposition: 7 Zyklus der Linge 2

s€ NOrdnungvonn: 7°=1,ZneN:n<s,a" =1

B Bahn von i unter w € II,, : B = {n*(i) : k € N}, Lénge der Bahn: |B|

z zu B assoziierter Zyklus: B = {ay,..,a,},z = (a1, .., a,),7(a;) = z(a;) ,i=1,..,r
(a1, .-, ar), (b1, .., bs) disjunkt: a; # b; Vi,

m € U, Zyklus der Lange r = Ord(n)=r, 7 ! =7""1

o] = n

7 Transposition = 72=1,7"1=171

Die Bahnen von « € 11, partitionieren {1,..,n}

B Bahn von 7 € I,,, |B| =r = B = {i,n(i),..,n" (i)} Vie {1,..,n}

m € I, = 3 Darstellung 7 = 27 .. 2z, z disjunkte Zyklen, V i € {1,..,n} 3 j €
{1,..,s} : i € z; (bis auf Reihenfolge der z; Darstellung eindeutig)

I, 57 =2 .. 2, 7 disjunkt = s<n-1

Die Signum-Abbildung

(ij) Fehlstand von 7 : 7(j) < 7 (%)

m gerade/ungerade: 7 hat eine gerade/ungerade Anzahl von Fehlstinden

sgn(r) Signum-Funktion: sgn(n) = 1, falls 7 gerade, sgn(n) = —1, falls 7 ungerade
A, alternierende Gruppe auf n Ziffern: A, = {7 € II,, : = gerade}

T1, .., Ts € I, Transpositionen 7 = 7y .. 7, = sgn(m) = (—1)*
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m Zyklus der Linge r = sgn(m) = (—=1)""!
T,y € L, = sgn(mma) = sgn(m) - sgn(ms), sgn(m) = sgn(m ')

Ap <y, |An| = |Anm| = %!V’ITEHH

Die Determinante

6.8

6.9

Determinante von A = (a;;) € K™": det(A) =3, 1 [sgn(n) - [} Gixem)
A€ K™ = det(A) = det(AT)

A = (a;;) € K™ Dreiecksmatrix = det(4) =[], ax

S1y ey Sro1s Spt1s ey Sn € K™ = K" — K, v — det(sy .. Sy_1 U Sp41 .. Sp) linear
Auswirkungen von elementaren Umformungen auf die Determinante:

— Multiplikation einer Zeile/Spalte von A mit k € K = k - det(A)
— Vertauschen von zwei Zeilen/Spalten von A = (—1) - det(A)
— Addition des k-fachen einer Zeile/Spalte zu einer anderen = det(A)

A€ K™ A regulir & det(A) #0

Der Multiplikationssatz fiir Matrizen

Elementarmatrizen:
ay
— ke K\{0}: Ei(k) = ya; =1V ji#i,0, =k
Ay

— Bij = (ay),05 =1Vi=1,.,n,a;5 =1,ay =0fiir (k£ V(Ek#iVIF#])
det(E;(k)) = k # 0,det(Ej;) = 1
Jede reguldre Matrix kann als Produkt von Elementarmatrizen geschrieben werden.
A, B e K™ = det(A- B) = det(A) - det(B) = det(B - A)
A €GL(n,K) = det(A™") = det(A)™!

Der Entwicklungssatz fiir Determinanten
A= (akl) e Knxn

- Aij = (akl):akl = ay, fir k 7é i, Qg5 = Loy =0Vl 7éj
— B;;j € K™ X1 Matrix wie A, jedoch i-te Zeile und j-te Spalte gestrichen

det(Al]) = (_1)i+j . det(Bl])

Zeilenentwicklung nach der i-ten Zeile: det(A) = sum?_, [(=1)"* - a;; - det(By;)]
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e Spaltenentwicklung nach der j-ten Spalte: det(4) = sumiL,[(—1)"*7 - a;; - det(By;)]

e A€ GL(n,K) = (ij)—ter Eintrag von A~!: (=1)J. %};—)

7 Anhang

7.1 Direkte Summen
Innere direkte Summen
o V=@; U, innere direkte Summe von Uy, .., Us;: Yo € V Iy, €U;: v=3 u
V=@ Us V=7 U,0=>" u,u€lUi= u=0Vi
o dim(V) <o0:V=@_ Uie V=2 U, dim(V) =Y, dimU;)
AuBere direkte Summen
e V duflere direkte Summe von Vi, ..., Vi: V = {(vy,..,v5) 1 v; € V;}

- +:VxV oV, (ug,..,us) + (v1,..,05) = (ug + vy, .., us + v,) (Addition)
-t KxV > Vk:(u,.,v) = (k-vi,.,k-vs) (Skalarmultiplikation)
— Ui ={(v1,.,05) 1 v € Vyu; =0V j # 4}

e U; Unterraum von V, V = @7 | U;

e a;:V; = Us,v— (0,..,0,v,0,..,0) Isomorphismus

7.2 Dualraum
e V* Dualraum von V : V* = Homg(V, K)

o dim(V) =n < oo: B ={v,..,v,} Basis von V, v}(v;) = 0;5 = B* = {v},..,v}} Basis
von V*



