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1 Abkiirzungen
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2 Ringe und Polynome

2.1 Ringe
Definitionen
e R Ring mit Verkniipfungen +, - <

— (R,+) ablesche Gruppe (mit neutralem Element 0)
—(a-b)-c=a (b-c)VabceR
—(a+b)-c=a-c+b-ca-(b=c)=a-b+a-cVabceR

e R kommutativer Ring & a-b=0b-aVa,beR
e RRing mit Eins < J1€R: 1#0,1-r=rVre R

e Endg(V) Endomorphismenring von V

e ¢: R — S Ringhomomorphismus < R, S Ringe, ¢(r1 + r2) = ¢(r1 + ¢(r2), ¢(r1 -

r9) = ¢(r1) - ¢(ra) V1,72 € R
— ¢ inj., surj., bij.: Mono-, Epi-, Isomorphismus
— Kern(¢) = {r € R: ¢(r) = 0}, Bild(¢) = {(r) : 7 € R}
e R nullteilerfrei < 70#ac€ R:30#b€ R, a-b=0
e [ Idealvon R & (I,+) < (R,+), r-i,i-r€l Vi €eI,r€R
e [ maximales Ideal von R: I # R Ideal von R, |J Ideal von R,I C J = J = R|
e aR Hauptideal: R komm. Ring, a € R,aR={a-7:7 € R}

e R Hauptidealring < R Int.bereich, [I Ideal von R= Ja € R: I =aR)]

Sitze
e R Ring mit Eins: I C Rldeal & I # 0, [a,be[,r€e R=>a+ba-1,7r-a €l

e 7. ist Hauptidealring mit maximalen Idealen pZ, p Primzahl

2.2 Der Primkérper
e 7+ Nebenklassevon I : r+I={r+i:iel}
e R/I ={r+1I:r € R} Faktorring von R nach I:

—(r+D+(s+I)=(r+s)+1
—(r+I)-(s+I)=(r-s)+1

er+Il=s+1 s—rel

e R kommutativer Ring mit Eins, I maximales Ideal von R = R/I Koérper
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Die Polynommenge
K> = {(ao,al, NE ‘{ai ta; # 0}‘ < oo}:

- (ag, ap, ) + (bg, bl, ) = (a(] + b(]7 ay + bl, ) (Addltlon)

— k- (ag,a1,..) = (k- ag, k - a1, ..) (Skalarmultiplikation)

~ (agyar,.) - (bo, b, ) = (coy 1y )y ch = SoF_, a; - b4 (Multiplikation)
K kommutativer Ring mit Einselement (1,0, ..)
%= (1,0,..),2' = (0,1,0,..), usw.: (ag,a1,..) = Zz‘zo a; - Tt
K|z] Polynomring in einer Variablen iiber K

- f=3]a; - 2'] € K[z] Polynom

= Ya;-2'] = Y[b; - 2'] & a; = b; Vi € Ny Koeffizientenvergleich
n Grad von 0 # f =Y [a; - 2] : n = Grad(f) = maz{i: a; # 0}
— Grad(0) = —c0
Ylai - o]+ X[bi - 2] = X [(ai + by) - ']
k-Ya;i- 2] =Y [k-a; -

~ (Slas2) - (Shbi-21) = Sigoo ([ 2775+ 271) = Tz (Sigi - bui- "))
g € K[z] Teiler von f € K[z] 3h € K[z]: f=g-h

f,9 € K[z] teilerfremd: 7 gemeinsamer Teiler ¢ : Grad(t) > 1
Gradsatz: f,g € K|z], K Korper

— Grad(f + g) < maz{Grad(f),Grad(g)}
— Grad(f - g) = Grad(f) - Grad(g)
— Grad(k- f) = Grad(f) V0 # k € K

K Korper= K|z nullteilerfrei, Hauptidealring

Polynomdivision: f = ) [a; - 2'],g = Y [b; - 2] € K[z], Grad(f) = n/geq0, Grad(g) =
m/geq0 = N q,r € Klz]: f=gq-g+r Grad(r) < Grad(g)

f,9 € K[z], f,g # 0 teilerfremd & Ja,be K[z]: a-f+b-g=1

Irreduzible Polynome

Definitionen

Polynomabbildung zu f € K[z]: K — K,k f(k) =1 ja; -k
- (f+g)(k) = f(k)+g(k)Y f,g € K[z],k € K
= (f-9)(k)=f(k)-g(k)V f.g € K[z].k € K

¢ € K Nullstelle von f € K[z]; f(c)=0
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f € K|[z] irreduzibles Polynom & Grad(f) > 1,72 ¢9,h € K[z]: f =g h,Grad(g) >
1,Grad(h) > 1

a, Leitkoeffizient von f = Y7 |[a; - 2'], Grad(f) = n

f € K[z] normiert: Leitkoeffizient von f =1

f € K[z] Linearfaktor: Grad(f) = 1, f irreduzibel, normiert

s Vielfachheit von c als Nullstelle von f: f =g (z — ¢)®, (z — ¢) Xg

Sitze

3

3.1

¢ € K Nullstelle von f € K[z] < (z—¢)|f

0 # f € K|z] hat max. Grad(f) verschiedene Nullstellen
[T, fi= 3i: plfi
f, 9 € K|z] irreduzibel, normiert, f‘g = f=g9

Dy f1, -+, fn € K|z], p irreduzibel,p

0% f€K(z]= Ja€kK,fi,., [ € K[z] irreduzibel, normiert: f =a-[[;_, fi, bis auf
Reihenfolge eindeutig

Eigenwerte und Darstellungsmatrizen

Eigenwerte

Definitionen

A € K Eigenwert von ¢ : V — V : V Vektorraum, Jv € V: v #0,¢(v) =A-v
v Eigenvektor zum Eigenwert A von ¢ : ¢(v) =A-v

Eigenraum von ¢ zu A: E(p,\) ={v eV :¢(v)=A v}

Spektrum von ¢ : Menge aller Eigenwerte von ¢

A Eigenwert von A€ K™ : Jo e K": v#0,A-v=X-v

v Eigenvektor zum Eigenwert A von A € K™": A-v=A-v,0#0
Eigenraum von A € K™" zu A: E(A,N)={veV :A-v=X\ v}

P, charakteristisches Polynom von A € K"*": Py = det(A —z - E) € K[z]

P, charakteristisches Polynom von ¢ € Endg(V) :
lungsmatrix von ¢ (wohldefiniert)

P¢ = PA,A € K™*" Darstel-

Spur(A) Spur von A = (a;;) € K™": Spur(4) =37 a

U C V invariant unter ¢ € Endg(V): U Unterraum von V,¢(U) C U
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Sitze

3.2

¢ € Endg(V),A € K = E(¢,2) Unterraum von V

i # X Eigenwerte zu ¢, v,, v, Eigenvektoren = v, v, linear unabhéngig

¢ € Endg(V), M, .., A pw. verschieden = > ;_| F(¢, \;) direkte Summe

X Eigenwert von A € K™** & Rang(A—X-E) <n

A Eigenwert von A € K™ & )\ Nullstelle von Py

A = (a;;) € K™ Dreiecksmatrix = P =[], (a; — z)

Ae K Py=Y"" e '] = g =det(A),cn1 = (—1)""' - Spur(A4),c, = (—1)"
A Eigenwert von ¢ € Endg (V) < X Nullstelle von Py

¢ € Endg (V) = Grad(Ps) = n, ¢ hat max. n versch. Eigenwerte

A Darstellungsmatrix von ¢ = Py = Py = det(A —xz - E)

U ¢—invariant = ¢v/y : V/U = V/U,v +U +— ¢(v) + U € Endg(V/U) wohldefiniert
dim(V) < o0, ¢ € Endg(V),U ¢—invarianter Unterraum von V = Py = Py, - Py,

A B

nxn _
MeK —(0 c

> A€ K™ C € K™ = det(M) = det(A) - det(C)

Einsetzen von Endomorphismen in Polynome
¢ € Endg(V), f,g€ Klz], ce K :
(9) = f(¢) +9(9)

- ¢) = f(8) - 9(¢)
= (- )(@) =c-f(9)

¢ € Endg(V), f € Klz] = Kern(f(¢)) = {v € V : f(¢)(v) = 0} ¢—invarianter

Unterraum von V

¢ € Endg(V), fi,.., fs € K[z] teilerfremd = Kern(([]}_, fl(zﬁ)) = @leKern(f,-(qﬁ))
¢ € Endg(V), f1,.., fs € K|z] teilerfremd, (Hf:1 fi)¢)=0=> V= @le Kern(fi(d)))

=

- (f+yg
(f-9)

o

Das Minimalpolynom und der Satz von Cayley-Hamilton
dim(V) < 00,¢ € Endg(V) = Py(¢) =0

dim(V) < 00,¢ € Endg(V) = I ={f € Klz]: f(¢) =0} # 0 Ideal, 3! my : my(¢) =
0, [f € K[z], f(¢) = 0= my|f], mg normiert (= I =myK][z])
mg Minimalpolynom von ¢

Satz von Cayley-Hamilton: 1 < dim(V) =n < oo :
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— mg| Py
— A Eigenwert von ¢ = mg(\) =0
— ¢ hat genau n versch. Eigenwerte = mg = (—1)" - P,

e ¢ € Endg(V),U ¢—invarianter Unterraum von V, dim(V) < co = ¢U‘m¢, ¢V/U‘m¢

3.4 Diagonalisierbarkeit
Definitionen

e ¢ € Endg(V) diagonalisierbar: dim(V) = n,3 A € K™" : A Darstellungsmatrix
von ¢ in Diagonalgestalt

e h € K[z] gemeinsames Vielfaches von f,g € K|z] : f|h,g|h

e h € K[z] kleinstes gemeinsames Vielfaches von f,g € Klz] : h gemeinsames
Vielfaches von f, g mit minimalem Grad

Sitze

e g€ Endg(V):
¢ diagonalisierbar &
V besitzt Basis aus Eigenvektoren von ¢ &
V=, E(¢, i), A1, .., A die versch. Eigenwerte von ¢ &
¢ diagonalisierbar

e ¢ € Endg(V),1 < dim(V) < oo : ¢ diagonalisierbar < my zerféllt in versch.
Linearfaktoren

e ¢ € Endg(V) diagonalisierbar, U ¢—invarianter Unterraum von V,0 < dim(U) <
dim(V) < oo = ¢y, ¢y,u diagonalisierbar

eV =U+Us¢ € Endg(V),U1,Uz # 0 ¢—invariant m; Minimalpolynom von ¢y, =
myg ist das normierte kleinste gemeinsame Vielfache von my, my, [qﬁ diagonalisierbar
& by, bu, diagonalisierbar]

e Simultane Transformation auf Diagonalgestalt: 1 < dim(V) < oo, F C End(V) :
[¢ € F = ¢ diagonalisierbar| , [¢1,¢2 € F = ¢1 - o = ¢p2 - 1] =
- Koordinatensystem, in dem alle ¢ € F' Diagonalgestalt annehmen

3.5 Die Jordansche Normalform

Definitionen

e A Jordanmatrix: 4 = - ,ceK
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Ay
e A in Jordanscher Normalform: 3 A, .., A, Jordanmatrizen: A =
Ay

e H(¢$,\) Hauptraum zum Eigenwert A von ¢: mg = g-(z— )", (z = )) /fg, H(p,\) =
{veV:i(p—AN"(v)=0}=Kern((¢—\))

e ¢ triangulierbar: 3 A Darstellungsmatrix von ¢ in Jordanscher Normalform

Sitze
o H(¢,\) p—invarianter Unterraum von V, myg, . .~ = (z — A)"
e ¢ € Endg(V), A1, .., As die versch.Eigenwerte ,my zerfillt = V = @;_, H(¢, \;)

o1 < dim(V) < 00,0 € Endg(V),my — (x — A)" = ¢ hat Darstellungsmatrix in
Jordanscher Normalform

e ¢ € Endk(V):
P, zerfallt in Linearfaktoren &
myg zerféllt in Linearfaktoren &
¢ kann auf Jordansche Normalform gebracht werden <&
¢ kann auf Dreiecksgestalt gebracht werden

Ay
o dim(V) > 1,6 € End(V),my = (x — A", A = Darstellungsmatrix,
As
Ai, .., As Jordanmatrizen:

s = dim(E(¢, \))
- A; € K"ixni,ni <r

A bis auf Reihenfolge der A; eindeutig bestimmt
— s = dim(Kern(¢u - A)j),j =1,..,7 = tjy1 —t; Anzahl der Jordankéstchen mit
min. Gréfle j +1

e ¢ € End(V) triangulierbar, mg = [[}_ (z — \)", Py = I, (@ — A)™, i, ., A die
versch. Eigenwerte von ¢:
— Jordansche Normalform bis auf Reihenfolge der Jordanmatrizen eindeutig
— # Jordanmatrizen zum Eigenwert \; = dim (E(¢, )\l)) =n— Rang(A— )\ - E)

grofite Jordanmatrix zum Eigenwert ); ist € K"

t; = dim(Kern(¢ — /\i)j) j =0,.,7 = tji1 —t; Anzahl der Jordanmatrizen zum
Eigenwert ); mit min. Gréfie j + 1
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4 Euklidische und unitire Vektorrdume e A € R™" symmetrisch: A = AT
4.1 Sesquilinearform e s positiv definit: s(v,v) >0 VO#v eV
Definitionen e s Skalarprodukt : s positiv definite, hermitesche Sesquilinearform (Schreibweise: s(v, w) =
(v, w)
e ¢:V — W semilinear mit begleitendem Automorphismus o : o € Aut(K), #(vi+
va) = d(v1) + (v2), p(k - v) = k* - ¢(v) Yur,v9,v €V k € K e V euklidischer Vektorraum: V R—Vektorraum mit Skalarprodukt
o Kern(¢) ={v eV :¢(v) =0}, Bild(¢) ={¢p(v):v eV} e V unitérer Vektorraum: V C—Vektorraum mit Skalarprodukt
e s : V xV — K Sesquilinearform mit begleitendem Automorphismus a € e s kanonisches Skalarprodukt: (z,y) = 27 -3
Aut(K)
— s(v1 + v, w) = s(vy, w) + s(vq, w) Sétze
— s(vawy + ws) = s(v,w1) + s(v, ws) o A Darstellungsmatrix von s: A hermitesch < s hermitesch
- s(k-v,w) =k - s(v,w) e s Skalarprodukt = s nicht ausgeartet
- s(v, k- w) =k* - s(v,w)

e Schwarzsche Ungleichung: (,,.) : V — V Skalarprodukt = |(v,w)|2 < (v,v) -

e a=1: s Bilinearform (w,w) Yo,weV, [‘(v,w)‘rz = (v,v) + (w,w) & v, w linear abhéingig]

s nicht ausgeartet: s(v,w) =0Vw eV = v=0, sw,v)=0YweV = v=0 .
4.3 Orthogonalitit

A = (a;;) € K™ Darstellungsmatrix der Sesquiliniearform s : V' x V — K mit .
begleitendem Automorphismus o € Aut(K) : (vi,..,v,) Basis von V, a;; = s(v;, v;) Definitionen

e v,w € V orthogonal: (v,w) =0
Satze

e B Orthogonalbasis: B Basis aus paarweise orthogonalen Vektoren
e A Darstellungsmatrix von s, z,y Koordinatenvektoren von v, w = s(v,w) = a7 A.y®

e B Orthonormalbasis: B Orthogonalbasis aus normierten Vektoren
e By, By Koord.systeme, 1" Transformationsmatrix des Koord.wechsels von B; auf Bs, s

Sesquilinearform mit Darstellungsmatrizen A;, Ay = A; =17 . A, T° e M* Senkrechtraum zu M : Mt ={v eV : (v,w)=0 Ywe M}

e s Sesquilinearform mit Darstellungsmatrix A : s ausgeartet < det(A) =0 e |/ das orthogonale Komplement von Uin V & V =U L W & V =U&
W, (u,w) =0V ueUweW,

|lv]| = v/(v,v) Lange von v € V

‘In den folgenden Abschnitten ist der Korper K € {R,C} ‘

4.2 Skalarprodukte

Definition

Satze

e B = {uv1,..,v,} Orthogonalbasis, v € V = v =>"1_, (v,v;) - v;
e ¢ = a— bi komplex konjugierte Zahl zu c = a + bi . . .

e Orthogonalisierungsverfahren nach E. Schmidt: B = {vy,..,v,} Basis von V =
e : C — C,c+— ¢ komplexe Konjugation € Aut(C) F{wy, .., w,} Orthonormalbasis: < wy, .., ws >=<v1,..,v, > Vs=1,..,n

|c| = /¢ - Betrag von ¢ € C Sesquilinearform mit komplexer Konjugation als beglei- - wy = (1
tendem Automorphismus : s(k-v,l-w) =k - s(v,w) -1 o ,
- W= Vgy1 — Zi:l(USJrlywi) * Wy

c UL

e s:V xV — C hermitesch: s(v,w) = s(w,v) Vv,w €V e — 1 w
W = A
ww)
e 5:V xV — R symmetrisch: s(v,w) = s(w,v) YVvo,w €V
__ e dim(V) =n < 0o,U Unterraum von V = V =U @ Ut
e A € C"*" hermitesch: A = AT
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e U,Uy,Us, Uz Unterrdume von V:

-~ U, CUy=> U CUS

(U +Us)*t =Ui-NUs

_UCUL gt ot

- Ui +Us C (Ui NUy)*

dim(V)<oo= U=U

—dim(V) <oo= Ut + Ui = (U N+t

4.4 Unitidre Abbildungen und Matrizen
Definitionen
e ¢:V — V unitér: V C—Vektorraum, (d)(v), ¢(w)) = (v,w) Vo,weV
e ¢:V — V orthogonal: V R—Vektorraum, (¢(v), p(w)) = (v,w) Vv,w € V
o Uc O unitir & U.-UT =E < UeGL(C,n), U =0T
e U € R"™" orthogonal & U-U"=FE & U € GL(R,n), U =U"

1

e ¢:V — V,dim(V) =2 Geradenspiegelung: ¢(v) = <0

i)l>-v YveV

cos(a) —sin(a)

e ¢:V =V, dim(V) =2 Drehung um a: ¢(v) = (sin(a) cos(a)

) v YoeV
e ¢:V =V, dim(V) = 2 Punktspiegelung: ¢ Drehung um o =7

e U(a) Drehmatrix: U(a) = <C°S(a) *Sin(a)>

sin(a) cos(a)
e U(n) unitire Gruppe: U(n) = {U € GL(C,n) : U unitér }
e O(n) orthogonale Gruppe: O(n) = {O € GL(R,n) : O orthogonal }

Sitze

e ¢ € Endc(V),1 < dim(V) < oo, U Darstellungsmatrix von ¢ in einem orthonormalen
Koord.sys: U unitir & ¢ unitéir

e dim(V) =2,¢ € Endg(V) orthogonal

— ¢ besitzt Eigenwert = ¢ = id V ¢ Punktspiegelung V¢ Geradenspiegelung

— ¢ besitzt keinen Eigenwert = ¢ Drehung, Darstellungsmatrix U(a),0 < a < 7 in
geeignetem Koord.system

® ¢ € Endg(V) unitdr

— X Eigenwert von ¢ = || =1
— dim(V) < oo, ¢ injektiv = ¢ bijektiv
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— dim(V) < 0o = (¢(v),w) = (v,¢7'(w)) Vo,weV
— v, w Eigenvektoren zu versch. Eigenwerten = (v, w) =0
— W ¢—invarianter Unterraum von V = ¢y unitir

dim(V) < oo, W ¢—invarianter Unterraum von V = ¢(WL) C W

e V unitdrer Vektorraum, dim(V) < co,¢ € Endc(V) = 3 B Orthonormalbasis von
V : B besteht aus Eigenvektoren von ¢ (¢ diagonalisierbar mit Diagonaleintrigen
Al =1)

e f € R[z] irreduzibel = Grad(f) € {1,2}

Unterraum von V, 1 < dim(W) < 2

V' euklidischer Vektorraum, 1 < dim(V) = n < oo, ¢ € Endg(V) orthogonal = 3
ay

[

Koord.system: , a1y ar € {—1,1}1U; = U(a) € R2*

U
Us
0 < a; <m,r+2-s=n Darstellungsmatrix von ¢, eindeutig bis auf Reihenfolge

e V =C™" (.,.) kanonisches Skalarprodukt, U € C"*™ :
U unitér &
Die Spaltenvektoren von U bilden eine Orthonormalbasis <
Die Zeilenvektoren von U bilden eine Orthonormalbasis

o 1,09 € Ende(V) unitiir = ¢y 0 ¢y, ¢ " unitiir, U(n) < Endc(V)

e UeU(n) = |det(U)| =1

e U, S € GL(C,n) unitidr = U -S,U~" unitir, {U € GL(C,n) : U unitér } < GL(C,n)
e U € C™" unitir = 35 € C"™": S .U .S unitiire Diagonalmatrix

e U unitédr, ¢: V = Vo= U -v = ¢ diagonalisierbar

4.5 Hermitesche Abbildungen und Matrizen
Definitionen
e H € K™ positiv definit: z7 - H -z >0V 2 € K™\{0}

e H € K™" positiv semidefinit: 27 - H .z > 0V 2 € K"\{0}

V euklidischer Vektorraum, 1 < dim (V') < oo, ¢ € Endg (V) orthogonal = 3 W ¢—invarianter
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Sitze

e V eukl./unitdrer Vektorraum, dim (V') < oo, B orthonormales Koord.system von 'V, ¢ €

4.6

End(V),H =g ¢p : ¢ hermitesch < H hermitesch
¢ € End(V) hermitesch, V eukl./unitirer Vektorraum:

— A Eigenwert von ¢ = A € R

— P, zerfillt in Linearfaktoren

— Eigenvektoren zu versch. Eigenwerten sind orthogonal

— W ¢—invarianter Unterraum von V = ¢y hermitesch, W+ ¢—invariant

V eukl./unitirer Vektorraum, dim(V') < oo, ¢ € End(V) :
¢ hermitesch < 3 Orthogonalbasis aus Eigenvektoren von ¢, alle Eigenwerte sind reel

V' eukl. /unitérer Vektorraum, dim(V) < 00, ¢1, .., ¢s € End(V) hermitesch, ¢; o ¢; =
¢jo @iV i,j = T Orthogonalbasis aus Eigenvektoren aller ¢;

H,,..,H; € C"*" hermitesch, H;-H; = H;-H; ¥V i,j = 3 U € C**" unitér: U'H;U¢
R™" DiagonalmatrixVi=1,..,s

H e K™,
H hermitesch und positiv semidefinit &

H hermitesch, alle E@lwerte von H sind nichtnegativ <
AMeK™™: H=M"-M

H e K™,
H hermitesch und positiv definit &
H hermitesch, alle Eigenﬂte von H sind positiv &
IMeGL(K,n): H=MT-M
Die Hauptachsentransformation

Hauptachsentransformation: V K —Vektorraum, dim(V) < co, f: V xV — K
hermitesch, H Darstellungsmatrix von f im Koord.system B = 3 Koord.system By :
— Die Darstellungsmatrix D von f im System By ist reele Diagonalmatrix.
— Die Transformationsmatrix von B auf By ist unitir.
— Die Diagonaleintrige von D sind die Eigenwerte von H.
Trigheitssatz von Sylvester: V K —Vektorraum, dim(V)=n<oo,f: V xV - K

hermitesch, H Darstellungsmatrix von f im Koord.system B, k Anzahl der positiven, [
Anzahl der negativen Eigenwerte von H = £,! unabhéngig von der Wahl von B

V' K—Vektorraum, dim(V) < oo, f : V x V — K hermitesch = I Darstellungsmatrix
in Diagonalgestalt mit Eintrdgen € {—1,0,1}, Anzahl der Eintrige unabhingig vom
Koord.system
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4.7 Die Adjungierte

o ¢' Adjungierte zu ¢ € End(V),V eukl./unitérer Vektorraum, (¢(v), w) = (v, ¢"(w)) Y v,w €
V (eindeutig festgelegt durch ¢)

o A = AT Adjungierte zu A € K™"

e A Darstellungsmatrix von ¢ € End(V) in einem orthonormalen Koord.system = A‘
Darstellungsmatrix von ¢

o M,N € K™™ = (M+N)' = M'+ N, (M-N)!=N'- M, M*=M
® 61,69 € End(V),dim(V) < oo = (dao 1) = ¢f 0 gh, (b1 +¢2)" = 6] + ¢, ¢ =6
o ¢ € End(V),dim(V) < oo = Bild(¢") = (Kern(¢))", Kern(¢') = (Bild(¢))"
e V eukl./unitdrer Vektorraum, dim(V) < co,¢ € End(V) :
- ¢injektiv. & ¢ surjektiv

- ¢ surjektiv & ¢! injektiv
- ¢ bijektiv & ¢ bijektiv

4.8 Normale Abbildungen und Matrizen
e ¢ € End(V) normal: V eukl./unitirer Vektorraum, ¢ o ¢! = ¢t o ¢
e Ac K™ normal: A- A= A'. A

e ¢ € End(V) normal < Darstellungsmatrix von ¢ in einem orthonormalen Koord.system
normal

¢ € End(V') hermitesch/unitdr = ¢ normal

e Aec K"™" = 3! Hy, Hy € C"*" hermitesch: A = H; +1- Hy, H; = %(A + AY, Hy =
%(A - AL), [A normal < Hl . H2 = H2 . H]]

e V unitéirer Vektorraum, dim(V) < oo, ¢ € Endc(V) :
¢ normal &
= Orthogonalbasis aus Eigenvektoren von ¢ <
(6(0), 6(v)) = (6(v), ¢'(v) Vv eV &
¢ normal

e V eukl./unitérer Vektorraum, dim(V) < oo,¢ € End(V) normal, W ¢—invarianter
Unterraum von V:

— W ist ¢'—invariant
— W+ invariant unter ¢, ¢*
— ¢w normal, (¢w)" = (¢")w

e V eukl./unitdrer Vektorraum, dim(V) < oo,¢ € End(V) = I W ¢—invarianter
Unterraum von V : dim(W) € {1,2}
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e V eukl. /unitérer Vektorraum, dim(V) < co,¢ € End(V) normal = 3 orthonormales
ay

a,

Koord.system: , a1, ..,a, € R, A; € R?*?

A

A,

normale Darstellungsmatrix von ¢

4.9 Vollstindigkeit

Definitionen
e ||:V = R Norm auf V : V K—Vektorraum:

— || >0VveV\{0},[jv]=0& v=0]
—|k-v|=|k|-W|VkeKveV
—Jv+w <|v|+|w|Vo,weV

e (v;); CV Cauchyfolge: Ve>0INeN: |v;—vj|<eVij>N
e (v;); CV konvergiert gegenv € V: Ve>0INeEN: |y, —v[<eVi>N

e V vollstindig: V normierter Vektorraum, in dem jede Cauchyfolge in V' konvergent ist

Satze
e (.,.) Skalarprodukt auf V = [.|: V = R,v + |v| = 4/(v,v) Norm auf V
o dim(V) < o0, |.|1,|.|]s Normen auf V = Ja,be*: L. juy< ||y <a-|vVveV

e V R—Vektorraum, dim(V) < oo : (v;); konvergiert gegen v € V bzgl. einer Norm auf
V = (v;); konvergiert gegen v € V bzgl. jeder Norm auf V

e Jeder endlich-dimensionale, normierte R—Vektorraum ist vollsténdig

4.10 Das vektorielle Produkt

V =R3, (e1, €2, e3) orthonormales Koord.system
e v x w vektorielles Produkt: v = 30 [z;-e],w = Yo [4i- e, 7,2 €R, v X w =
(2-ys — @3 y2) e1+ (x3 91 — 1 ys)-ea+ (1 Yo — @3- 1) - €3
® v,vU9,v3 € V,aj,as € R:
— v X vg = —(v2 X V1)
- (a1 'Ul+a2'1)2) X U3 :a1~(vl ng)+a2'(’l)2 XUg)
— (v1 X v3) X v3 = —(va,v3) - v1 + (V1,v3) - V2

— (v1 X v9) X v3+ (V9 X v3) X v; + (v3 X v1) X v =0 (Jacobi-Identitét)
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e u,v,w €V, z,y,z die dazugehoerigen Koord.vektoren im Koord.system (ey, ez, e3):

- (uxv,w) =det(zy z)
— v X w =0+« v,w linear unabhéngig
— v X w ist orthogonal zu v und w
® v1.Ug,U3,U4 €V
— (01 X vz, v3) = (v1,v2 X V3
= (01 X vz,v3 X v4) = (v1,03) = (va,04) = (V1,04) - (Va, V3)

— (v Xy, v X v3) = [v1]?+|va]2— (v1,va) (va, v1) = |v1]?+|va|?-sin? (), cos(a)

_ (v1,v9)
[CRRERY




