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14 1 Grundlagen
14
15 1.1 Vektornormen
lr
1; e ||| : R* — R (Vektor-)Norm auf R"™:
15 — positiv definit: ||z]] >0Vz e R", |z =0& =0
16 — homogen: ||a - z|| = |a| - ||z|]| Vo € R,z € R"
16 — Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||| + |ly|| V z,y € R*
16 e |||l Ly-Norm: ||z|, = />, ||* (p = 1 : Einsnorm, p = 2 : euklidische Norm)
e ||.||«c Tschebyscheff-Norm/Supremumsnorm: ||z|. = maxl_|z;|

1.2

1.3

Minkowskische Ungleichung: ||z + yl|, < [lz], + [ly[, V1 < p < o0, z,y € R"

lzmir—zl _
e —

(zm)m konvergiert von Ordnung p : z,, — = (m — oo),mmﬂ
o<oofirp>1,0<p<lfirp=1

0, 0 <

— p = 1: lineare Konvergenz
— p = 2: quadratische Konvergenz

— p > 1: superlineare Konvergenz

I 01l Normen auf R* = I3m, M € R: m-||z| < ||z|| < M - ||z] Yz € R"

Banach-RAume, Prahilbert-Riume, Hilbert-Riume
(X, ||l.]l) Banach-Raum: (X, ||.||) normierter, vollstindiger Raum

X Pri-Hilbert-Raum: X K —Vektorraum, K € {R,C}, < .,. >: X x X — K inneres
Produkt (bilinear, symmetrisch, definit), ||z|| = /< @,z > die vom inneren Produkt
induzierte Norm

X Hilbert-Raum: X vollstandiger Pré-Hilbert-Raum

Spezielle Matrizen
a;;) € R™™ rechte obere Dreiecksmatrix: a;; =0V i > j

a;;) € R™™ linke untere Dreiecksmatrix: a;; =0V j >

i) €
€ R™" Bandmatrix mit Band (m;,m,) : a; =0Vj <i—my,j>i+m,

(
(ai;)
(ai;)
(a;;) € R Tridiagonalmatrix: A Bandmatrix mit Band (1,1)
(a;j) € R™" Diagonalmatrix: A Bandmatrix mit Band (0,0)

A = (a;;) € R”" diagonaldominant: ) lai;| <laj;|V1I<j<n

=1
A € R™" symmetrisch: AT = A
I, € R Einheitsmatrix: / Diagonalmatrix mit Diagonaleintrégen 1

A € R™" in Hessenbergform: A Bandmatrix mit Band (1,n)
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1.4 Matrixnormen
e |l]] : R™" — R vertréglich mit der Vektornorm ||.|| : R* — R : [|[A-z| <
Al - [l V & € R, A € R™"
e ||| : R™" — R Matrixnorm: |.|| vertriglich mit einer Vektornorm, ||.|| submultipli-
kativ ([|A- Bl = [[A[l - | B]| V A, B € R™")
e |.lr : R™" — R Frobeniusnorm: [|A||p = />0, 370 |ai|* V A = (a;;) € R
® |floo : R™* — R Zeilensummennorm: [|Alle = mazi; >}, |ai| (vertréiglich mit
der Tschebyscheff-Norm ||.||)
o |l.]li : R™" — R Spaltensummennorm: [|A|l, = mazf_, 3 7, |a;| (vertrdglich mit
der Einsnorm ||.||1)
o [I|| : R — R, A — supozocrr Hﬁ:ﬁ” = sup|z|=1]|A - z|| Matrixnorm (vertraglich mit
der Vektornorm ||.| : R* — R)
e cond(A) Kondition von A € R™": cond(A) = ||A| - |A7}]
1.5 Eigenwerte und Eigenvektoren
e \ € C Eigenwert von A€ R : 30#veR": A-v=XA-v
e v # (0 Eigenvektor zum Eigenwert A von A€ R™": A-v=X-v
e 0(A) Spektrum von A € R"": g(A) = {\ € C: X Eigenwert von A}
e o(A) Spektralradius von A € R™" : g(A) = maz(c(A))
e P, charakteristisches Polynom: P(z) = det(A —x - I)
e ) algebraisch vielfacher Eigenwert von A : A mehrfache Nullstelle von Pa(x)
e )\ Eigenwert von A < P(A\) =0
1.6 Die Landau-Notation
o f(t)=0(y(t)),t > a€ RU{—00,00}: % <ct—a
o f(t)=0(g(t)),t > a€RU{—00,00}: % —0,t—a
2 Lineare Gleichungssysteme: Direkte Verfahren
2.1 Nichtsingulire Systeme
‘A = (a;;) € GL(R,n), b € R" gegeben, gesucht: x € R*: A-z = b‘
e A rechte obere Dreiecksmatrix = Losung durch Riickwirtseinsetzen:

bp—1—an—1n"T
L7 Ty = n=lOnolin®n oy

Ty = 2
n ann An—1,n—1
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e Mit geeigneter Permutationsmatrix P kann P- A = L - R faktorisiert werden, so dass L
linke untere Dreiecksmatrix, R rechte obere Dreiecksmatrix
2.1.1 Gauss-Elimination

Gauss-Elimination: _
det(A) #0,A-xz=b= R-x =0b, R rechte obere Dreiecksmatrix durch Transformationen:

e Addition des k—fachen (k # 0) einer Zeile zu einer anderen
o Zeilenvertauschungen (Pivotierungen)
Der Algorithmus:
o A0 = A0 =y
(0)

e Bestimme r € {1,..,n} : a,y = mazl|a;| , (a1 Pivotelement) (eigtl. nur a,; # 0
benotigt, mit maximalem a,; numerisch stabiler)

e Vertausche . und 1. Zeile = A© 30
e Addiere das ¢;;—fache der 1. Zeile zu der i.ten Zeile, ¢;; = 71—(0)7 2<i<n =
al
AW, pD)
e Wiederhole den Algorithmus mit der Untermatrix (afjl)) eRVIl2<q j<n

Eigenschaften:

e A = L - R Bandmatrix, Gauss-Elimination ohne Pivotierungen durchfithrbar = L, R
Bandmatrizen mit gleicher Struktur wie A

e A diagonaldominant = Gauss-Elimination ohne Pivotierungen durchfiihrbar
e A symmetrisch, positiv definit = Gauss-Elimination ohne Pivotierungen durchfiihrbar

o [ R—Zerlegung einer nichtsinguldren Matrix bis auf Pivotierungen eindeutig

2.1.2 Cholesky-Zerlegung

Cholesky-Zerlegung:
A € R™™" symmetrisch, positiv definit, suche Zerlegung A = L - LT, L = (I;;) € R™" linke
untere Dreiecksmatrix: > p_; lip? = i, Soe i Lin - le =a; Vji<i, i=1,.,n

o Ac K™ K € {R,C}, A= AT = ||Al|, = o(A)

e BER™||B| <1= I+BeGLRn), [(I+B)7] < =g

o A€ GLR,n), [6A] < |[A™|"' = A=A+6Aec GL(R,n),[A- (¢ +5z) = b+ b=

1= cond(A) losll , lIsAll USAJL Jlobll flo=]| i
Tl < lfcondmy%(nbu + )} (Tt W o relative Fehler]
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2.1.3 Nachiteration
Nachiteration: Lose A -z = b:
o A= L-R LR—Zerlegung
e [-(R-x)=b= Lose L-c=0bdurch Vorwértseinsetzen
o [ose R-z=c
Bei Computerberechnungen sind genaue Berechnungen meist nicht moglich:
e A~ L-R, bestimme 2 ~ z
e d9 =p— A2 Defekt
e Lose die Defektgleichung A -k =d©® = k) ~ k

o 2 = 2@ 4 kM) ygw.

2.2 Singuldre Systeme

‘A = (a;;) € R™™, b € R™ gegeben, gesucht: x € R* : A-x = b‘

e m > n: iiberbestimmtes Gleichungssystem
o AT. A.7 = A" . b Normalengleichung
Ziel: Minimierung des Defekts bzgl. ||.|l2 : ||A-T — bljo = mingern||A - 2 — b||2
e VAER™™ m>n3T€R": |A-T—bls = minser-||A-z—b2, [Rang(4) =n=
eindeutig]

e T lost Normalengleichung = ||A-T — bl = mingern||A -z — b2

2.2.1 Anwendung Polynomfunktionen

Anwendung Polynomfunktionen: u(z) = Y1, ¢; - 2'~!, Daten (z1,41), -, (T, Ym)
€1 Y

=Lose A- [ | = : |, A= (@)™ e R™"
Cn y?n

Gilt: A € R™", m > n, Rang(A) =n = AT . A € GL(R,n) positiv definit

2.2.2 Die QR—Faktorisierung/Der Gram-Smith Prozess

QR-Faktorisierung: A € R™" m > n,Rang(A) = n = 3 Q € R™™" R € R™" :

Q" -Q =1, A= Q- R, R rechte obere Dreiecksmatrix
Der Gram-Smith-Prozess zum Ermitteln von Q = (q1 .. ¢»):

e A=(ay..a,),a; €ER™
s 1=a, = H;i_i\l

- k @
® Qi1 = 1 — 2oy [(ari1s @) - @) Qe = ”;Lﬁ (k=1,.,n—-1)

= R=(rj) € RV vrge = (@], ray = (ax, ;) fiir k # j

51l
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2.2.3 Die Householder-Methode

Householder-Methode: Finde orthonormale Hy, .., H,_1: H,_1-..- H;-A = R rechte obere
Dreiecksmatrix

e A=(ay ..a,), a; ER™

o a=Hay], u=2=2% = H=]-2-u-u’
llar —a-ei]|

Uy Uy~ U ... UL Up
Un, Up UL o Up " Uy

e Hy, k=2,..,n—1 dhnlich

3 Eigenwertaufgaben
[I]l Matrixnorm, A, B € R"*", X Eigenwert von A, kein Eigenwert von B
= |(A-I=-B)"-(A-B)| =1
3.1 Gerschgorin-Kreise
Gerschgorin-Lemma: A € C Eigenwerte von A € R™*"
e Jdje{l i deK;={2€C:|z—ayl <30 laml}
o U=U~L K;,,V=U_ K\U,UNV =0 = es liegen genau m Eigenwerte in U und
genau (n — m) Eigenwerte in V' (algebraischen Vielfachheit beachten)

Gilt: v € R" Eigenvektor = A = r(v) = {25 (r(v) Rayleigh-Quotient)

3.2 Die Potenzmethode

Potenzmethode: A € R™", z; € R", wy, .., w, linear unabhingige Eigenvektoren, || <
< < Aull, Ai Eigenwerte:

oz =Y 1 Wi wi, Trpr = Do Ui - (N)F - w;
e m groBter Index mit ¥, # 0, [An_1| < [An]
— Jedes w41 ist ein Vielfaches von Y1, o, - (%)k cw; = Oy - Wy (B — 00)
= Uk4+1 = \Iz:ﬁ
— oy = s = A A = A (k= 00)
— A=A w, =N\ W
o = |\,|, w, gefunden

e Zum Finden eines anderen Eigenwerts:

— Wiihle anderen Startvektor mit 9, # 0, |A\.| > |An]



Sara Adams Zusammenfassung zu Numerik I - WS 2003/04 9

— Betrachten einer Matrix A € R™"=1 die auBer \,, die gleichen Eigenwerte wie
A hat (Deflation)

— Spezialfall Eigenwerte gleichen Betrags
Eigenwerte gleichen Betrags: |\| < .. < |\—_1]| = [\
o Sei wg =Y 1 VUi wi, Uno1 # 0 # ¥, Startvektor

® Tji :A‘TkzzlnzlﬂzAf’wl

.
® U = HJL_:H — v ES Wy_1, Wy >

Fag, b, €R: |Jgta — ag - Vg — bg - Vg1 || — 0 (K — 0)

Suche o, € R: A% vy~ - vp — B Vgt

o Eigenwerte als Losungen von A2 = a + 3 - A suchen

Eigenvektor zu A,: Suche p,g e R: w, =p-vp+q-A-vg:
(35)-(2) ()
1 8) \q "\

Eigenvektor zu \,_;: entsprechend mit A,_;

3.3 Deflation und Blockdeflation

Deflation: \;,w; bereits berechneter Eigenwert, -vektor:
D S

Suche S € GL(R,n): S-A-S71= , 0(A)={\}Uo(B):

: B

0

S+ A-S7! hat die gewiinschte Form, falls S - w; = r - ¢, € R\{0}
Blockdeflation: vy, .., v,, € R" linear unabhéngig, A -v; € spanf{vi, .., vy} :

Suche S c Rrxm . S§.A. S—l — g g , C c ]R‘m><m7 De ]Rvnxn—m7 Be Rr—mxn—m .

S € R™" hat die gewiinschte Form, falls die letzten n — m Komponenten von S - v; fiir
1 < j < m verschwinden

3.4 Shifts

Shifts: dient der Beschleunigung der Konvergenz

Bsp. Standard-Potenz-Methode:

x1 € R™ Startvektor = x4 = (A —s- 1) -z, s Shift

etwa: 0 < || <. <A € g1 . <A = s = MZ"\’"‘ geeignet

3.5 Inverse Iteration

Inverse Iteration: s Schitzung des kleinsten Eigenwerts: 0 < [\ — s| < [Xo — s < ..
[\, — s|, 21 Startvektor: xjy; = (A —s-I)7!-z; (s kein Eigenwert!), vy = el

IN

= [|A- vl = M| (kB — 00), vy — wy (B — 00)
(lése in jeden Schritt das LGS (A —s-1) - Tpqy1 = Ik)
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3.6 Die QR-Methode
QR-Methode:
e A=A=0Q,-R,
o Apir =Ry Qr = Qrs1 - R
¢ Q,=Q1 .. Qu,Ry =Ry .. Ry
¢ Oy Ri=AN A =0Q A Q,
Habe A € R™™ n linear unabhingige Eigenvektoren wy, .., wy,, || < .. < |\,| seien die

Eigenwerte, e1 = Y i ¥; - w;, ¥, #0
= die erste Spalte von A, konvergiert gegen A, - e; (kK — o0)

Habe A € R™" n linear unabhingige Eigenvektoren wy, .., w,, |A1] < [A2 < .. < |A,| seien
die Eigenwerte, e; = > i ¥; - w;, h # 0
= die letzte Zeile von Ay konvergiert gegen \; - X (k — o)

Habe A € R™™ n linear unabhingige Eigenvektoren wy, .., w,, |[A\i] < .. < |\,| selen die
Eigenwerte, 1 = Y i ¥ - w;, ¥, #0
= alle Elemente unterhalb der Diagonalen von A konvergieren gegen 0

QR-Methode mit Shifts: (A1 —s1-1) = Q1-Ri, (Ax—sk-I) = Qk- Ry, Ap1 = Rp-Qr,5: €R
besonders schnelle Konvergenz, wenn A Hessenbergform hat (symm. Hessenbergform: Tridia-
gonalmatrix)

4 Interpolation und Approximation
Zo, .., Tm € R paarweise verschieden, yo,..,ym € R = 3 p € P: Grad(p) = m, p(z;) =

Yi,t =0,..,m

4.1 Lagrange-Darstellung

Lagrange-Darstellung: x, .., z,, € R paarweise verschieden, yo, .., ym € R :
o Li(z) = H;.":OJ.# % cpm
o p(x) =3 "0 [yi - Li(z)] € P™, p(a;) = :,i=0,..,m

4.2 Dividierte Differenzen
Dividierte Differenzen: zy, .., z,, € R paarweise verschieden, f(zo),.., f(zm) € R:
o flwi] = f(z:)

° f[x() B xk} _ [l T)ﬂ;fz[zo < Tg—1]

Seien g, .., Tp+1 € R paarweise verschieden, f(zo), .., f(zn41) € R:

° f[:cl .. ‘Tk} = f[l‘ﬂ(l) .. xw(k)] Vre ¥, 1< k<n+1
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o flrg.. xpp1] =0 Vf e P

e feC(lab]),a<z <. <w,<b=> 3IE€[a,b]: flag ..z = - [M(E)
: T; .. Ty :ll () Z; falls f i T; n— al differenzierb:z

. j[(T )’1‘ ] = fM(2;), falls f in 2; n—mal differenzierbar
n+1)—mal

g.h € CR) = (gh)[yo-ui] = 5o glyo-yilhly:--ui)

4.3 Newton-Darstellung
Newton-Darstellung: zo, .., z,, € R paarweise verschieden, f(zo),.., f(zm) € R:

o No(z) =1, Ni(2) = [[;;(x —z;) € P
° p(it) = Z;’io [CLZ‘ . Nl(l’ﬂ a; = f[I07 ey Il]

4.4 Fehler bei der Polynominterpolation

Fehler bei der Polynominterpolation: f : [a,0] — R € C’"*l([a, b]), 20y . T € (a,b)
paarweise verschieden, p € P™ : p(z;) = f(z;),z € [a,b], 2 # x;,1 =0,..,m :

o |f(2) = p(@)] = | flwo . wm @] [T} o(z — ;)]

o feCm™ (b)) = FE€ (a,b): f(z)—pla) = L@ - T[y(z — ;)

(m+1)! 3=0

o flx)—pla)= [ [y [y fO D (we) + S0 [t (i — wi)] +t - (@ — @) b dtidt

4.5 Konvergenzprobleme
Konvergenz: Im Allgemeinen gilt: p,,, /4 f gleichmissig (m — o)

Satz von Weierstraf}: Jedes f € C ([a, b]) kann durch ein Polynom p : [a,b] — R beliebig
nahe gleichmissig genédhert werden

4.6 Hermite-Interpolation
Hermite-Interpolation: z, .., z,, € R paarweise verschieden, yéo), ..,y(()”O), - y,(,g)7 . yff{m) €
R. Wir suchen ein Polynom p € P : p®(x;) = yfk), 0<i<m0<k<p,n=m+y . u

e Das obige Problem hat eine eindeutige Losung.

[] p(T) = Z:ZO 5:{1 f To--Lg -wer Lj—1--Lj—1 L. L5 (T - .Ti)r71 H;;g(]’ - .17]')“7+1
N —’

Ho+1 pi—1+1 r
e Fehler: f(x) — p(z) = flzo. % - Tt ) [T1mg (@ — ;)7 @ € [a, b]
po+1 pmt1
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4.7 Horner-Schema zur Polynomauswertung
Horner-Schema: p(z) = Y a;z": Berechne p(¢) ohne Berechnung der &
L4 bn = arubk'—l = Qg +£bk~k: 17.,,77,:> b():p(g)

L4 pnfl('r) = Z:L:l bixi71 = p,(g) = pn—l(g)

4.8 Splines
X = {3707 ~')I71L};IO < < Ty, keNN:

e 5: [zg,2,] — R Spline vom Grad k: s [ ePF0<i<m, se Ck’l([:vo,xm})

Ti,Tit1]

e Sx i Menge aller Splines vom Grad k auf der Knotenmenge X:
Sxr= {s |z, xm] 2 R:s € Ck’l([xo,xm})7 5| ePF0<i< m}

[ziszita]

Ld dim(Ska) =k +m

(x— )k fiir @ >

e abgeschnittene Potenzfunktion: (z — ;)% = {0 )
sons

4.8.1 B-Splines von Sx

Bf(L) =St (z—x)%, j € {—Fk,..,m} durch Hinzufiigen von Knoten z_g, .., x_1, Tmt1, - Ttk

I=j

j _ TTitktl 1
o d = Hi:j,i#l P
e Die B-Splines Bj, . .j € {~k,..,m} bilden eine Basis von Sx

e B! hat keine Nullstellen innerhalb seines Tréigers [x;, 21 511]-

Rekursionsformel

° Bk(l) _ (l'*zj)B;PI(I)+(11+k+1*1)3;t11(1')
A Tjtht1— T

k

e weitere B-Splines: JrSVf = o[z 2jrni), he(2) = (2 — )%

4.8.2 Interpolation mit Splines

Y1 < oo < Ymetks 215 - Zmtk gegeben. Wir suchen s € Sx it s(y;) =z Vi=1,..,m+k
m— m—1,m+k mtk m+k
° b(l‘) = Zi:—lk /\sz(‘E)A = (Bj(yi))jsz,i:l c ]R( +k)x (m+k)
e Interpolationsproblem eindeutig losbar < det(A) # 0
e Schoenberg-Whitney: det(A) # 0« Bj_;_1(y;) #0Vji=1,..m+k

o Fehler: f € C([a,b]), h maximaler Knotenabstand
= 35 € Sxpt If = sllee Swi(5(k+1)), wr(8) = maxs yefap) p—yi<s | F(2) = ()]

o fec(ab) = w =20
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o f:[ab] - R € C:h = maXo<i<m—1 |[Tiv1 — | = Is € Sxp + |Is — fllo <
ok + DR[| f"]loo

o fila,b) = ReC,k>r—1, h=maXo<i<m—1|Ti+1 — ;] = 35 € Sxp: ||f — 8|0 <

kt1)! -
(B 70 |

4.8.3 Normalisierte B-Splines
Nj(@) = (@j101 — ;) Bj(2)
. Z;";_lk Nj(z) =1V € (20, 2]

5 Integration und Quadraturformeln

f :]a,b] — R stetig: Berechnung von f f(z)dz

5.1 Newton-Cotes-Formeln

T1, .., Tm € [a, b] dquidistante Knoten = f f@)de = 3770 A f ()
a < 1, Ty, < b= offene Formel
1 = a, T, = b= geschlossene Formel

1. Mittelpunktsregel m = 1: f f(x)dz ~ (b—a) f(2L2)
2. Trapezregel m =2,h=b—a: f flz)de ~ ’5( (b) — f(a))
3. Simpsonregel m = 3,h = j f(z)dz ~ %(f( ) +4f(i) +f( ))

Es gilt: f € P! = f f(z)dz = Z;”Zl A f(zj)

Restglieder:
L feC(ab) = 3elab]: [ fl@)de=(b-a)f(5L) + 52 (¢
2. feC(ab) = FKelol]: [ f(x)de ="152(f(a) + f(x) — S ()
3. feC([ab) = FHelad]: [ f@)de = 52(f(a) + 4F(52) + F(b) — S F ()

Zusammengesetzte Regeln:
Unterteile [a,b] in I Teilintervalle [a + ih,a + (i + 1)A],i = 0,..,l — L,a +lh = b (b = 52).
Wende nun auf den Teilintervallen eine Integrationsregel an:

1. Zusammengesetzte Mittelpunktsregel: f f(z)dz =~ h - Z] Sla+ 3G —Hh)

2. Zusammengesetzte Trapezregel: f f(z)dz ~ 2(f(a)+2 Zézz Fla+(G=1)h)+f(b))

3. Zusammengesetzte Simpsonregel: j f(z)dz = —(f( )+ f(b) +2 22:2 fla+ (5 —

Dh)+435, fla+ (G = 3)h)
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5.2 Gauss-Quadratur

Orthogonale Polynome:

(.,.) : C([a,b]) x C([a,b]) — R inneres Produkt auf C([a, b)) :

(pi): System orthogonaler Polynome (OPS) :& p; € P': (p;,q) = 0Vq € P!
3-Term-Rekursionsformel: p,1(z) = (x — ap)pn(z) — bypn—1(z) Vn € Ny,

(Pn,zpn) _ Pn,Pn)
(pn,pn) 77T (Prn—1,Pn—1)

Schritte zur Gauss-Quadratur:
1. Wahl von n € N (= Formel exakt fiir f € P?*1)

wobei p_y =0,pp =1 und a, =

2. Berechnung der Knoten x;:
e inneres Produkt (g,h) := f:w(r)q(r)h(r)dr
e mit 3-Term-Rekursion orthogonale Polynome p;,7 = 0,..,n + 1 bestimmen
e z; sind die Nullstellen von p,;

3. A berechnen: z.B.durch [ w(z)p(z)dz = Yo Aig(w;) Vg € P"

4. [} f@)de ~ S Nif ()
Beachte: w(x) positiv definit bis auf endlich viele Nullstellen, z; € [a, ], z; paarweise verschie-
den, A\; > 0 Vi
Typische OPS:

e Legendre-Polynome: a = —1,b=1, w(z) =1

1
1-22

e Tschebyscheff-Polynome: a = —1,0 =1, w(z) =

e Hermite-Polynome: a = —o0,b = 00, w(z) = e~

e

e Laguerre-Polynome: a = 0,b = 0o, w(z) = ez

Fehler bei der Gauss-Quadratur:
feC™2(a,b) = f:w(l‘)f(l’)dl’ — Yo Nif (@) = %2;?)(" ¢ € (a,b), ¢, > 0 konstant

6 Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

Sei D € R" offen, f : D — R",b € R". Wir suchen x € R" : f(x) = b. Problem:
Nullstellenbestimmung

6.1 Bisektionsverfahren
Wir bestimmen eine Nullstelle im Intervall [ag, by] C R, wobei f(ag) - f(bo) < 0 gelten soll.
1.
N {f(a».fm) <0 = a = a b =7
fla)f(x) >0 = a1 := 24,001 = by
3. t— t+1, GOTO 1.
Abbruchkriterium: f(z;) = 0 oder | f(z;)| < £ (langsame Konvergenz!)

_ artb
2
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6.2 Sekantenmethode

n=1: Ty =z — f(ft)m7 falls f(x¢) # f(z1-1)
Konvergenz: |z; — 2*| < ¢ o™, 7; Fibonacci-Zahlen

6.3 Newton-Verfahren

Newton-Verfahren in R:
feC([a,b)), zo € (a,b) Startwert =,y = 2, — 480t € N,

J'(@e)?
Nachteil: Nur anwendbar, falls f/(zy) # 0 Vk
Vorteil: quadratische Konvergenz

Newton in R™:

T € R™ Startwert = 2,1 = 2, — (Vf(x)) 7, falls V f(x,) regulér

0<mM<oo: |[Vf(@)| ' <L |IVF@)| <M= Fe>0: [|lzo—2"|le = ay F=op e
quadratisch}

Vereinfachtes Newton-Verfahren:

n=1: x4 = — 7{",((’;;)) = lineare Konvergenz

6.4 Fixpunktiteration

f:X — X : z* Fixpunkt :& f(z*) = 2*
Suche also Fixpunkt 2* der Funktion f(x) :=g(x)+z = g(z*) =0

k—oo
2o € X, w1 = f(w0), th1 = flwn) 1 o — @
Voraussetzungen fiir die Fixpunktiteration:

e X Banachraum mit Norm |[[.|| : f: X — X Kontraktion :& J¢ < 1: [|f(z)—
@I <dgllz =yl Vo,y € X

e Banach’scher Fixpunktsatz: X Banachraum, f Kontraktion = 3! z* Fixpunkt von
fy «* = limy_o f(xr), wobel zp = f(xr_1), To € X beliebig

e ) # G C X abgeschlossen, f kontrahierend auf G = 3! 2* Fixpunkt von f, z* =
limy, oo f(z1), wobel z = f(2x-1), 2o € G beliebig (Beachte: f(G) C G nitig)

o f:R"—>R" 29 € R" wp41 = f(z1),k € No,Je >0 f‘m kontrahierend = () C

B.(z9), 3 a* € Bo(wg) : f(a*) =%, 2* = limy_ o0 74,

Folgerung;:
A: X — X kontrahierende Abbildung, X Banachraum = 3 (1 — A4)~™' =37 A"

7 Matrixiterationsverfahren

Wir wollen das lineare Gleichungssystem Az = b 1sen. Fiir groBe n ist die Gausselimination
zu langsam. Suche also iterative Ndherungsverfahren:

Schreibe A = P — N, wobei P eine “einfachere” Matrix darstellt:

9 € R" = Tyl = P_lNIk + P~ Vke N,
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7.1 Jacobiverfahren

P = D Diagonale von A:
Sei A= L+ D+ R, L linke untere, R rechte obere Dreiecksmatrix (N = —(L + R))
Tpy1 = Haxyp, + ])71177 H = —Dil(L + R)

7.2 Gauss-Seidel-Verfahren

Sei i = (1)1, b= (B, A = (4075

(Ilcﬂ)j = 7L( iy:=11 a’jm(mkl)m + Z:LYL=]'+1 ajm(mk)m - bj)

ajj

= app = Hry+(D+ L)™', H=—(D+L)"'R

7.3 Konvergenz der Verfahren

Unter welchen Bedingungen an H konvergiert x;1 = Hxy, + ¢ gegen x : Ax = b?
Entscheidend ist der Spektralradius o(H) = max{|A| : A Eigenwert von H}

e Be R, e>0= ||| Norm: o(B) < ||B||. < o(B) +¢

e A P € R™™ nichtsingulir, b € R", 2y, := (I — P 'A)zy, + P b:
w0 =S x: Azv=bVr eR" & o(H) <1

Abbruchkriterium: ||Az, — b|| < &
Problem: Falls cond(A) = ||A]| - ||A7Y]| groB ist, bietet dies keine guten Resultate:

“Aﬁ’g[b” - cond(A) ~ HZ"M‘IH verfiilscht bei zu groBer cond(A)!

Starkes Zeilensummenkriterium:
A € R™" erfiillt das starke Zeilensummenkriterium (ZSK) & >70_ . zila| < lau| Vi =
1,..,n (& A diagonaldominant)

A diagonaldominant = Gauss-Seidel und Jacobi-Iteration konvergieren (da o(H) < 1 dann
erfiillt ist)



