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Teil 1
Gewohnliche Differentialgleichungen

1 Vorbemerkungen

Aufgabenstellung

Problem: Finde eine Funktion y : [ty, 00) — R™ diffbar mit
v =f(ty), t>ty, [:[to,00)xR"— R" Anfangswert y(to) = yo

e Lipschitzbedingung: IA > 0: ||f(t,y) — f(t,2)|| < A - ||z —y|| Vz,y € R"

14
14
14
15

16

(1)

e f erfiillt die Lipschitzbedingung = (1) besitzt eine eindeutige Losung (f analytisch

=y analytisch)

e Satz von Peano: Seien a,b > 0,U C R" eine Umgebung, f : [0,a] x U — R" stetig
in M = {(t,z) : t € [0,a],z € R", ||z — yo|| < b}. Dann hat (1) eine Losung y in

[0, min(a, )], wobei 1 = maz(mem||f (¢ @)

e Satz von Picard-Lindelof: Gilt die Lipschitzbedingung fiir f, so ist die Losung aus dem

Satz von Peano eindeutig.

Definitionen

e Seien fiir h >0 y;;, =~ y(t;) die Niherung an die analytische Losung y. Eine Methode

zur Losung von (1) heifit konvergent, falls

I i = y(t)]] =0
fim max |ly;n — ()]l

fiir alle Lipschitz-stetigen f und fiir alle t* > 0

e Der Fehler, der entsteht, wenn () usw. statt y,, in eine numerische Methode eingesetzt

wird, heiit lokaler Diskretisierungsfehler (LDF).
e Ist der LDF O(hP™), so ist die Methode von der Ordnung p.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass [ die Lipschitzbedingung erfiillt.

2 Die 9-Methode

Yrsr = Y + R (Of (b ) + (L= 0) f(tos1, thsr))  0<09 <1
e ¥ = 0 Vorwirts-Euler (explizites Verfahren)
o ) = ; Trapezregel (implizites Verfahren)
o ) =1 Riickwérts-Euler (implizites Verfahren)

e Die ¥-Methode ist min. von Ordnung 1.

2.1 Eulersche Methode (Vorwirts-Euler)
Yk =Yk + R+ f (e, ur) ty =to + kh
e Die Eulersche Methode konvergiert.

o Die Eulersche Methode ist vor Ordnung 1.

2.2 Trapezregel

h
Yk+1 = Yk + §<f(tk7 i) + f (s, Y1) ke No

e Die Trapezregel konvergiert.

e Die Trapezregel ist von Ordnung 2.

3 Allgemeine Mehrschrittverfahren

3.1 Adam-Bashforth-Methoden

s—1 t
1 k+s
Yits = Ykts—1 1 h E f(tk+m7 yk+m) : bm-, bm = E/ pm(ﬁ)dﬁ’
m=0 thts—1

wobei p,, die iiblichen Lagrangefunktionen sind:

s—1
t— 1ty
Pm(t) = -

t — 1k
1=0,i%m k+m k+1

o Fiir s = 1 ergibt sich die Eulersche Methode (Vorwérts-Euler).

e Die Adam-Bashforth-Methoden sind von Ordnung s.



3.2 Definition und Ordnung

Allgemeine MSV: Z A Yksm = I Z bon f (Lt Yrtm) 0E. a;,=1
m=0

m=0
e Fiir by = 0 sind die Verfahren explizit, fiir b; # 0 implizit.
* o(w) =325 o amw™
o 0w) im iy b

e Die Mehrschrittmethode hat Ordnung p > 1 genau dann, wenn es ein ¢ # 0 gibt mit:

o(w) — o(w)log(w) = ¢ (w— 1P + O(]1 — wP™) w—1

3.3 Konvergenz und die Dahlquist-Sétze
e Wurzelbedingung: Polynom erfiillt die Wurzelbedingung :< alle Wurzeln liegen in

B1(0) ={z € C: |z| <1}, alle Wurzeln auf dem Einheitskreis sind einfach

e Dahlquist-Aquivalenzsatz: Konvergieren die Fehler in den Startvektoren y, ..., ys—1
des MSV gegen 0, so gilt:
das MSV konvergiert < Ordnung > 1, g erfiillt die Wurzelbedingung

e Erste Dahlquist-Schranke: konvergentes, explizites (bzw. implizites) s-MSV = Ord-
nung < s (bzw. 2[5+ 1])

3.4 BDF-Formeln

“backward differentiation formula”:

Z AmYm+k = hﬁf(tk'-%—s) (Q(W) = Z amw™ J(w) = ﬁws)

m=0 m=0

e Die BDF-Formel hat Ordnung s, falls 3 = (327 _, L)™1 o(w) = 8520 _, Tws ™ (w—1)"

m=1m m=1m
o ow) =63 | Lwm(w — 1) erfiillt Wurzelbedingung < s < 6

m=1 m

4 Runge-Kutta-Verfahren
y, = f(f‘ y)v y(TU) = Yo

u(t) = ylto) + / o(ry(r)dr

to
Bei Runge-Kutta-Verfahren benutzt man Quadraturformeln, um das Integral anzunéhern.
Spezialfall: Einsetzen der Gauf3-Quadratur

e Orthogonale Polynome
w(t)dt te[a,b]

, w integrierbar,
0 sonst

Sei A ein absolutstetiges MaB iiber R, d.h. d(A(t)) = {

insh. fab t"w(t)dt < coVn € N, w > 0.
Definiere das innere Produkt (u,v), = [; uvdA = fab uv wdt
Orthogonalitit: v L v & (u,v), =0
Die orthogonalen Polynome 7,, € P, sind durch die folgenden Bedingungen eindeutig
bestimmt:
— T L, Vm#En, mneN

- (ﬂmﬂn))\ =1 ne
Beispiele: Jacobipolynome auf [-1,1]
wit)y=1-0)*1-1t° a,B>-1

— Chebyshev-Polynome a = 8 =1 (T,(z) = cos(n arccos z))
— Legendre-Polynome v = 3 =0
— Gegenbauer-Polynome o = 3

e Alle m Nullstellen eines orthogonalen Polynoms liegen im Intervall (a,b) und sind ein-
fach.

e Die Quadraturformel

b n

[ 1000 = S ns )+ 2al)
a n=1

erfiillt R,(p) =0 Vp € Py_1m < [interpoliert fiir Grad < n] A [q(t) = [T}, (t —

t;), [ a(p(t)dA(t) =0 Vp € P,_y]

4.1 explizite Runge-Kutta-Verfahren

s—1

k1 =Yn, ks=yn +hZasif(tn+cjh, ki), s>1

i=1
m
Y1 = Un+h Y bif(tn + cih, ky)
j=1
Beispiele mit ¢; = 0:
e Verfahren von Runge: m = 2,¢, = %, a1 = %, by = 0,by = 1 mit Ordnung 2
[ynJrl =Y+ hf (tn + %7 Yn + gf(tn yn))]
e klassisches Runge-Kutta-Verfahren: m = 3,¢, = %., c3=1,a9 = 5,031 = —1,a3 =

2,by = by = %71)2 = % mit Ordnung 3

e Nystrom-Verfahren m = 3,¢y = ¢3 = %,aﬂ = %,(Igl =0,a3 = §7b1 = %,62 =b3 = %
mit Ordnung 3



4.2

5.1

5.2

implizite Runge-Kutta-Verfahren (IRK)

i=1

Yns1 = Yo +ho Y bj f(tn+ b kj)

J=1
Verfahren konsistent = >°7_ a;; = ¢; Vj

Kollokationsverfahren: Suche Polynom u € II,, : u(t,) = yn, @' (t, +¢;h) = f (tn +
cih,u(t, + cjh)) Vi<j<vw
Ynt1 = u(tn+1) ~ y(tn+1)

— c1,r G gegeben, q(t) = [T/, (t — ¢), q(t) = L2
_ o a e i
ai = Jo’ aendt b = Jo eydn =1y

= Die Kollokationsmethode ist identisch zu dem IRK mit aj;, b;, ¢;

— Butcher-Tableau: i’biT

— ¢; pw. verschieden, folq(T)Tde = 0Vj < m < v = Kollokationsmethode hat
Ordnung v + m

T>0,5< %yo, ...,y; errechnete Néherungen von y' = f(t,y), y(0) = yo, f Lipschitz-
stetig = Verfahren konvergiert mit Fehler |y; — y(jh)| = O(R™*)

Steife Differentialgleichungen

Definitionen

DG steif :< Losung durch eine Standardmethode erfordert eine wesentliche Ein-
schrinkung der Schrittweite h

Steifigkeitsverhiltnis := Verhiiltnis vom groBten zum kleinsten Eigenwert der Jaco-
bimatrix von f

Betrachte y' = Ay, y(0) =1, h Schrittweite  (y(t) = M Z%0 YA RO < 0)

— Lineares Stabilitéitsgebiet eines Verfahrens D := {\h € C : y koo 0}

Numerisches Verfahren A-stabil :& D=C_={z€ C: R(z) <0}

A-Stabilitiat von MSV

n(z,w) = Y7 _(am — 2by)w™ char. Polynom der Differenzengleichung >-° _ (a, —

hAby)Ymin = 0, Wi, ..., W) die versch. Nullstellen mit Vielfachheit k1(z), ..., kg2 (2):
MSV A-stabil & |w;(z)| <1 Vze C_

MSV A-stabil & by > 0,|w;(it)] <1 VteR,j=1,..,q(it)

e Satz von Cohn und Schur: Beide Nullstellen der quadratischen Gleichung cw?+ Bw+
y=0sindin Bi(0) & |af> > [y, (|laf? = [72)” > [af— 5% (a =y # 0 = |5] < 20)

e Die Trapezregel und das 2-Schritt BDF-Verfahren sind A-stabil, das Eulerverfahren ist
nicht A-stabil.

e 2. Dahlquist-Schranke: Die maximale Ordnung eines A-stabilen MSV ist 2.

5.3 Dissipativitit
Y = f(t,y), y(0) = yo dissipativ & [2 = f(t,2), 2(0) = 2o = ||z(t) — y(t)]| == 0]
o (x—y)T(f(t,2)— f(t,y)) <0 Vt > 0= Differentialgleichung y' = f(t,y),y(0) = yo €
R™ dissipativ

o MSV A-stabil & |Jyx — 2] =3 0

5.4 A-Stabilitat von Runge-Kutta-Verfahren
Yn = (T(}L)\))nyg, r(h)\) := 1+ hAb"(I — hAA)™'1, (wobei 1 der Einsvektor ist)

[r(hA)] < 1 = RK A-stabil

e D:={ze€C: |r(z)] <1} = C_,r(2) rationale Funktion = A-Stabilitét

Keine explizite Methode ist A-stabil.

e 7 Fconst. und rational:
[r(z)] <1 VzeC_ < [zPolvonr(z) = R(z) >0],r(it)) <1VteR

Padi-Approximation: r(z) = ¢* + O(h**), p Ordnung der RK-Methode

6 Schrittweitensteuerung

kleine Schrittweiten i > 0 = gute Genauigkeit, viele Berechnungsschritte
groBen Schrittweiten h > 0 = wenige Berechnungsschritte, schlechte Genauigkeit
= Schrittweitensteuerung, variable Schrittweiten h,,

7 Methode nach Milne

Sei das MSV 3" . amYksm = B Do bmf (tm: Yetm) von Ordnung p und a, = 1. Wir
withles ein weitere MSV von Ordnung p zur Uberwachung des ersten MSV: an:q U Thtm =

Yy b f (b Tp) it g <5 — 1, G = 1

m=q

C

Y(trss) = Yrps = W(IHS = Yits)

Mogliche Implementierung:

1. Festlegung von h > 0



2. Berechnung von

3. H:= C_i?‘ Nhts — Yrgs|| < hs ?
(a) ja= tpys =T 7
i. ja = Stop
ii. nein = HS%?
A. ja= h verdoppeln, GOTO 3.(a)ii.B
B. nein= £k —k+1, GOTO 2.

(b) nein = h halbieren, Startwerte fiir neues yxs durch Interpolation neu berechnen,

GOTO 2.

8 Zadunaiskys Methode

Seien yx_p, .., yx die Ndherungen der DGL y' = f(t,y), y(to) = yo an den Stellen t;_,, .., &
durch ein MSV von Ordnung p. Sei p ein Polynom mit

t— 1t
— 4

k
pt) = > yiLi(t), Lyt) =

t .
j=k—p I=k—p,i#j 7

Betrachte nun die DGL:

2= f(t,2)+p' ) — f(t,p(t)), z(tr) =y, t >tk

Durch die Losung dieser DGL erhélt man einen Fehler

lp(tri1) = 2ol = H = [|yrsr — y(Eer)l|

9 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Startwert mit explizitem Verfahren (Priidiktor) berechnen:
k-1 k-1
0 .
Yy + > iy =0y bif(tuiss Yns)
=0 =0

Iteration mit implizitem Verfahren (Korrektor) durchfiihren:

k-1 k-1
l 1
y’fli’})) = Z QjYnj + hﬁk.f(t”l‘f’k'ﬁ yy(z-){-k) +h Z ﬂjf(thrj: Z/n+j)
=0 =0

Fiir ausreichend kleine Schrittweiten h konvergiert die Methode.

10

Teil 11
Losung diinn besetzter, grofler linearer
Gleichungssysteme

10 Cholesky-Verfahren

10.1 Matrizen und Biaume

Man kann die Besetzungsstruktur von symmetrischen Matrizen A = (a;;) € R™™ durch
Graphen ausdriicken:

e Ein Graph ist eine Menge von Ecken E = {1, ..,n} und Kanten K
o (i,j)eK & a; #0,i<j

e Ein Baum ist ein Graph, bei dem je zwei Ecken aus E durch eine Kante k& € K verbunden
sind.

e Man kann einen Baum (E, K) mit einer Wurzel ausstatten.
e Ein Baum mit Wurzel (£, K, W) kann nach Eltern und Kindern geordnet werden.

e Ein Baum heifit monoton, falls jede Ecke vor allen ihren Vorfahren numeriert ist ((L, k) €
K= (i,q) ¢ KVq<k)

e Parter: A € R"*" positiv definit, symmetrisch mit monotonem Baum als Graphen =
Cholesky-Zerlegung A = LLT mit l; = %’] <k<n1<j<nl; = /a;
11 Iterative Verfahren
Wir wollen das Gleichungssytstem
Az =b, Ae€R™" beR"

16sen. Dazu kann man A in zwei Matrizen zerlegen: A = P — N, so dass P eine “einfache”
Matrix ist und dann eine Iteration durchfiihren:

Pxpyy =Nz +b & xpy = P71N$k +P M e Ty = Hap +v
e 1.1 = Hxy, + v konvergiert fiir jeden Startwert x; < o(H) < 1

e Householder-John: A € R™*" symmetrisch:
Aund (P + PT — A) positiv definit = o(H) < 1

Sei A=D — L — R, D Diagonalmatrix, L linke untere, R rechte obere Dreiecksmatrix.
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11.1 Jacobi und Gauss-Seidel
Jacobi-Verfahren: P=D, N=L+R, L:=D"'-(L+R)
Gauss-Seidel-Verfahren: P=D-L, N=R, B:=(D-L)' R

e Starkes Zeilensummenkriterium: A strikt diagonaldominant = o(L) < 1, o(B) <1

e Stein-Rosenberg: |a;;| #0Vj=1,..,n, bj; >0Vi,j=1,..n

o(L)=o(B)=0 VvV oL)<e(B) <1

Vo oo(L)=0oB)=1 Vv oL)>0o(B)>1
o A tridiagonal, aj; #0Vj =1,..,n

—A€o(B)= Nea(l)
~nea@)\{0}= ViV —aeca(B)

—o(B)<1= o(L)<1

11.2 SOR-Verfahren
P=D-wL D=(1-w)D+wR, well?2)
Ordnungsvektoren
o K:={(k,l): 1<k,l<n,a #0}
e j € 2™ Ordnungsvektor zu A € R™" & |jp — 51| = 1V(k 1) € K

e j € Z™ kompatibler Ordnungsvektor zu A € R™*"
1 k>l+1

V(k,1) e K
-1 k<Il-1

e =il =

Konvergenz des SOR-Verfahrens

e j Ordnungsvektor zu A = 3JP Permutationsmatrix: PAP~! besitzt kompatiblen Ord-

nungsvektor
o A besitzt kompatiblen Ordnungsvektor = g(s,¢) = det(tL + 7R — sD) unabhiingig
von ¢t € R\{0} Vs € R
e A besitzt kompatiblen Ordnungsvektor
— 4 € o(B) mit Multiplizitit k = —p € o(B) mit Multiplizitit k
—pea(Bwe (0,2),A: Atw—1=wpv/A= Aeo(Ly,)
—we (0,2, e0(Lly)= Fueca(B): Atw—1=wu/X
e A besitzt kompatiblen Ordnungsvektor = Q(E) = o(B)?

o o(L,)<1= we(0,2)

A besitzt kompatiblen Ordnungsvektor, o(B) C R = [SOR konvergiert Vw € (0,2) <
o(B) <1]

12

e A besitzt kompatiblen Ordnungsvektor, o(B) C R, := o(B) <1 =

= o(Ly) > ‘Q(Lwopt) Vw € (0, 2)\{wopt }

_ _ I3 2 _ 2 _ 2(1-/1-7?)
wopl—1+(1 ) “ e o €(1,2)

- Q(qupt) = (1+\/“17?)2 = Wopt — 1

Eigenschaft A

e A besitzt Eigenschaft A 1< 35;,S;: S1US; ={1,.,n},51NS=0: [(k]) € K =
(kJ) < Sl X SQ V (k,l) < SQ X Sl}

e A besitzt Eigenschaft A < A besitzt Ordnungsvektor

11.3 CG-Verfahren
Suchez € R™: A-z=b AcR™™ beR", Asymm., positiv definit
1
Definiere fZ]RnHRPTHi-IT-A-I*bT-I

Dann gilt:  f(2*) = mingegn f(x) = A-2* = b, lose also statt des Gleichungssystems ein
Minimierungsproblem

Algorithmus:
o k= A.2* — b Residuum

M4
o\ = (d:)TAA.;k

1. Startwert zg € R", k=0
2. aFtt =gk 4 N, - dF

3. 7% klein genug = fertig
7* nicht klein genug = k& — k +1, GOTO 2.

Wahl der d*:
Konjugiertheit der Suchrichtungen: (d)" - A-d/ = 0 Vi # j

o d":=—r" d°+#£0 (sonst A-2° =b und Lésung gefunden)

T Ad T gk

o dk::77’k+m

Es gilt:
Amin Kleinster, A\ groBter Eigenwert (> 0) der Matrix A, so dass condy(A) = Amax o =

Amin ’
a* — z* Fehler der Niherung an A - z* = b, 2¥ mit CG-Verfahren berechnet
= () A < () (L 2k

Vorkonditionierung;:
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Angenommen A (symmetrisch und positiv definit) ist schlecht konditioniert.
Ziel: Suche B, so dass cond(B)< cond (A)

B:=H'AH', Be=H b= c

Sei H regulir, dann ist B symmetrisch und positiv definit. Also kann man den CG-Algorithmus
auf Bz = ¢ anwenden

Damit die Eigenwerte von B nah beieinander liegen, sollte HH” ~ A sein, etwa durch un-
vollsténdige Cholesky-Zerlegung: Cholesky-Faktorisierung, aber h;; = 0, falls a;; = 0.

Algorithmus zum vorkonditionierten CG-Verfahren:
Lose statt Az = b nun By = ¢ mit Startwert xg
1. d(, =Ty = ACC(] —-b

r{dk,
dTH-1AH-1T4,,

2. A\ =
3. Ty = T + My
4. Tk+1 = Tk — (H_lAH_ll)()\kdk)

T H P AH Y ay,

cdpp1 = —r el
5. dps1 k1 T dTH AR TTd,

6. ri41 klein genug?
(a) ja — STOP
(b) nein — GOTO 2.

Fazit:

CG ist das modernste und beste Verfahren fiir symmetrische und positiv definite A. Bei der
Vorkonditionierung kann man sogar nichtpositive Eigenwerte entfernen und so eine positiv
definite Matrix schaffen.

Teil 111
Mehrdimensionale Splines

12 Wiederholung eindimensionale Splines

o X = {z;}I", Knotenmenge, z; < .. < &y,

i=

o Sxi={s:[vo,zm] = R: s, 1 €PF s € CF Y (wg, zm)}

Ti,Tip1

e Basis von Sx : B-Splines {Bj};’;’fk, suppB; = %}, Tjtkt1]

14

13 Tensorprodukt

Im Zweidimensionalen:
SXXY,k = {S . [‘T();Im] X [y(h yn] —R: 3\[ml‘mi+1]x[y],y]+1] S IP’iXIPIL s c Cki]([z(hljm} X [2/07 yn])}

Definition: R
X={vo<.<zuhY={y <. <y} Knotenmengen, B; € Sx, Bj € Sy, B-Splines:
Tensorprodukt B-Splines B;;(z,y) = B;(x) - B;(y)

Die Tensorprodukt B-Splines bilden eine Basis von Sy v

Analog fiir hohere Dimensionen
Problem:
Totalgrad der Polynome ist von der Raumdimension abhéngig (k - dim)

14 Splines von totalem Grad k

Definitionen

¢ k Komponentengrad von p = p(z1,..,Zn) = Y, 027 .. - 22" € Pk e |k =
maXey ;=1

o ¢ Totalgrad von p = p(z1,...,2,) = Y., a2y’ .. 20" € PF i t =max,{d 1, a;}

Sitze

o V C R¥*! Polyeder mit k + 2 Ecken, 0 # d € RF!, U(®) := {z € R*!: 2td =9}
U(9) enthélt nie mehr als eine Ecke von V = B(¥) := vol,(U(9) N'V) B-Spline von
Grad k

o V C RF*" Simplex (komplexe Hiille von n + k + 1 Punkten), z € R": M, :={y €V :
x= (Y1, ya)T}, B(x) = volpM,:
M, enthilt nie mehr als eine Ecke von V = B € R"[z] Spline vom Totalgrad k

15 Box-Splines

Definitionen
e k>0, X ={x1,.,2,4x} CZ" Richtungsmenge, spanX = R™:

— X = {1, .., xpsx} Menge von Richtungsvektoren
— X = (21 .. pyp) € RV Matrix
— X :R"* — R",t — Xt Abbildung

e Box-Spline By definiert durch [p, Bx(z)f(z)dz = j‘[(ll]"*’k f(Xt)dt
e f Fouriertransformierte von f € L' i f(z) = [, e f(x)dt

o LL(R") :={f:R" — R: fd-maldiff.bar, f¥) beschrénkt} (insb. f(¥) nicht unbedingt
stetig)
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Satze
e span(X) = span(X\{z,4+}) = R" = Bx(z) = fol Bx\{ap 1} (& — tTppr)dt
e supp(By) = X[0, 1" = {X¢t: t € [0, 1]"F}
—~ n _milaay)
o Bx(z) = [} S

e Bx(z) >0 Vz € supp(Bx)

e k=0= Bxy= m *XX[0,1]"

e ycR"= d\;: Z::’lk Aiz;; Ist D, die Richtungsableitung y''V, so gilt:
= DyBx(2) = S Mi(Bx\(e(#) = Bx\goy (2 = 72)
— Bx(y) =+ S MiBx ey () + (1= \) Bxy(ay (y — 1)

o d:=max{r: span(X\Z)=R"VZC X : |Z|=r}= Bxe€ LE,?(]R,") NC—YR")

Z C X Basis von R" = . ;. Bx(v = Zj) = qoz; Ve €R"

T |detZ]|
b Zjezﬂ Bx(z—j)=1

16 Polynome im Box-Spline-Raum Sy

Definitionen
e P* Menge aller Polynome in n Variablen mit Totalgrad < k
e Qp(z) := > ;cpm p(7)Bx(z—3), v € R" Quasiinterpolation (Schoenberg-Operator)
e N:P, — P, gradvermindernd :& Grad(N(p)) < Grad(p) Vp # 0, N(0) =0

o (v))jezn — (Zjezﬂ vjw"b_j)m,EZ” Faltung v — v *w

Sitze

o X*:={Z CX: span(X\Z) # R"}, Dz =[], D- (Richtungsableitungen)
= P,NSxi= ﬂZeX, Kern(Dy)

o d:=max{r: span(X\Z) =R"VZ C X,|Z|=r}= [Pk C Sx & k<d]

[+ R" — R gleichméissig stetig, Qnf(2) =3 ez f(7A)Bx(5 — j),x € R"

= Quf =2 f gleichméissig

(PE)* = {4 : P¥ — R : u lineares Funktional}, & < max{r : span(X\Z) = R" VZ C
X,|Z|=r}= 3Ire(Py) : Q) =p VpePy

o d = max{r : span(X\Z) = R*" VZ C X,|Z| = r}, [ € CH*(R") mit gl.m. be-

schriinkten Ableitungen der Ordnung d + 1 = 3 Erweiterung A von A € (P4)* :
£ (@) = @A) (@)oo = O(RTH)

16

17 Interpolation durch Box-Splines: Lagrange-Darstellung

Wir wollen die Funktion f € C(R") durch eine Funktion s(z) = >_, ;. a;Bx in allen Punkten
aus Z" interpolieren. Es sind also Koeffizienten (a;);ez» gesucht, so dass gilt:

am—memumm—Z%ﬂmxm—{lx’

Z . 0 ez\(j}

Da wir dquidistante Knoten betrachten, sind die L; bis auf Verschiebung gleich.

1 =0 .
L(z) = gz; e Bx(z —k) = {o e 2\{0) = L;(z) = L(z — j)

Es sei das Symbol der Lagrange-Funktion wie folgt definiert:

o(0) = 3 Bx(j)e ™

jezn

Die ¢, sind die Fourierkoeflizienten von ﬁ:

1 / o 1
Ccp = —— et ——dv
(2m)n [ (V)

Dies ist wohldefiniert, da o(¢) keine Nullstellen besitzt.
Man kann dies etwa mit der Poisson’schen Summationsformel einschen:

f+R" — R absolut integrierbar, ZJEZ" LFO) Skezn |f(19 + 27rk)| beide konvergent V1
= ZjEZrL f(]')e_mj = Zkezn F(0+27k)

Da a(¥) = 3", czn Bx (j)e ™ =3 g E}(ﬂ + 27b), muss man nur noch zeigen, dass gilt:
¢ Bx >0

o Avy: é}('ﬁo +2mk) =0



