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Teil 1
Lineare Optimierung

f(z) = ¢’z — max oder min, z € R",c € R" Koeffizientenvektor mit linearen NB

1 Grundlegendes

1.1 Normalform
Iz — min z,c € R, x>0 (komponentenweise)
Nebenbedingungen Az=b A= (a® ..a™W)e R™"
M ={z € R": z > 0,Az = b} zuldssiger Bereich
e d¥ — max = c=—d
ey <0 = yi=1x1—22,21,82 20
e NB mit “>” durch Multiplikation mit -1 auf “<”

e NB a"z < b durch Schlupfvariable auf “=" transformieren: y > 0, a2 +y = b

1.2 Ecken
z€MEcke & 22V £2PD e M, e (0,1): 2=z 4 (1 = N)z?

1.3 Satze

e 2 € M Ecke ¢ die Spaltenvektoren in der Menge B(z) = {a® : i € I(z)}, I(z) = {i:
x; > 0} sind linear abhiingig

e Hat das lineare Optimierungsproblen eine Losung, so gibt es eine Ecke z* € M, die

Losung ist.

1.4 Lexikographische Ordnung

u € R™ heiit lexikographisch positiv (#>0), wenn u # 0 und die erste nicht verschwindende
Komponente positiv ist.

u heiit lexikographisch grofier als v (uSwv fiir u,v € R"), falls u — v30.

2 Die Simplexmethode

Es wird zwischen Basisvariablen (BV) und Nichtbasisvariablen (NBV) unterschieden.

Phase I: Auffinden einer Startecke

Ist das Optimierungsproblem gegeben als
ez —min, >0, Az <b, b>0,

so ist eine Startecke sofort gegeben:
&t — min

~ T n+m ~ T n+m
T = (xla---axna$n+la---:xn+m) ER y €= (cl,...,cn,O,...,O) ER

Az =b,  A=(AL,)

dquivalent zum urspriinglichen Problem mit Startecke 2° = (0, ...,0,by,...,b,)T € R". Hier
sind 21, ...,Z, NBV, 2y 11, .0, Zpym BV.

Ist b < 0 oder sind einige NB als “=” gegeben, so ist die Startecke nicht offensichtlich:
Hilfsproblem:

s = min, £>0 ¢é=(0,..,0,1,...,1)T € R™*™ & = (z,v)T
Az =b,  A=(AL,)
Lose dieses Problem mit dem Simplexverfahren, Losung (z*,v*)T € R™*™, Ist v* = 0, so ist
x* eine Startecke des urspriinglichen Problems. Ist v* # 0, so ist das urspriingliche System
nicht 16sbar.

Entartete Ecken:
Falls p’ # p existiert mit

Ti Ty tp

“min = ,
i aig >0 apq Qpq Qprg

so wahlt man p derart, dass folgender Vektor lexikographisch minimal wird:

0

T, ap apm \T 1
o = (_P o L) c R™

Qpg Qipq Qlpq

Phase II: Minimierung
Simplexschritt:

1. Bestimmen des Pivotelements durch Wahl des Koeffizientens der Zielfunktion und der
Pivotzeile.

2. Eintragen der neuen BV.
3. Bilden der Pivotzeile durch Division durch das Pivotelement
4. Bilden der neuen Pivotspalte

5. Bilden aller iibrigen Elemente



Simplextableau:
BV zy (k¢ 1)
z; (1 € Ip) | (aun)icrongr, | Ty (i € Io)
Ve (k & Io) Z
zi, 1 € Iy sind die BV, zy, k € {1,...,n}\I, die NBV.

Simplexalgorithmus:

x) fallsl € Iy

1. >0Vk ¢ 1,7 = fertig, Lo =
Vi > ¢ I ertig, Losung z; {0 falls 1 ¢ I,

. z0 - . z90 .
2. dp: apy >0 Wihle p, so dass ;> minimal ist unter allen _* mit a;, > 0
Pa iq
o)
p=arg min —
it aig>0 Qg

Transformation der a;; = ¢, im neuen Simplextableau:

L)
o (p, = Qg = P
e in der Pivotspalte:

1o aiq
Qg => Qg = —

. Qpq
z, wird zu z, §
. P
Vq wird zu ’YP " alphap,
e in der Pivotzeile:
1 o
Qp = Qo = apg
.

o

0 1_ T
Ty = g = o
e sonstige:

alle z;, xg, 7 bzw. k nicht p bzw. ¢ bleiben unberiihrt

) D oy — 9%k
Qi = Q= Qi élpq
0 1 .0 _ QigZy
T, = T, = ans
A Ygpk
M= Ve = Ve T g,

3 Transportprobleme

gegeben: aj, ..., @m, b, ..., 0, > 0 > a4, =0 b
gesucht: z > 0: Z =" >/ | ciZy = max!

i1 ... Cip | O
e Ausgangstableau:

Cm1 .-+ Cmn | Gm

b ... b \

o erste Basislgsung: mit Diagonalmethode
Sei 11 BV. Wird durch den Wert der letzten BN die

i

1.

2.

Zeilensumme erreicht, so erhalten alle weiteren Variablen dieser Zeile den Wert 0
(NBV) und ;414 wird néchste BV.

Spaltensumme erreicht, so erhalten alle weiteren Variablen dieser Spalte den Wert

0 (NBV) und z; 441 wird niichste BV.

e Turmzug: Ein Turmzug zur NBV z;, ist eine endliche Folge von Variablen (der Optimie-
rungsaufgabe) mit erstem Element z;, und ansonsten BV. Je zwei aufeinanderfolgende
Elemente liegen abwechselnd in derselben Zeile oder Spalte.

e Transporttabellen: Jeder Zeile und Spalte im Tableau wird eine Variable u; bzw. v;

zugeordnet, wobei gelten soll:

v Un

ohne Einschrankung u; =0
auf den Feldern der BV: u; +v; = ¢;;
auf den Feldern der NBV: ¢;; — u; — v;

e Werden in der Zielfunktion die BV mittels der NB des Transportproblems eliminiert, so
ist ¢;j — u; — vj der Koeffizient der neuen BV z;; :  Z — Z + (¢ — u; — vj)p, wenn
Tij =P

e Austauschschritt:

1.

Erzeugen des Hilfstableaus zur Bestimmung der NBV, die ausgetauscht werden soll
(Transporttableau)

. Fertig (bei max ist man fertig, wenn ¢;; — u; — v; < 0 bei den NBV)

3. Bestimmen des maximalen p, das auf dem Turmzug zur NBV z;; gewéhlt werden

4.

darf
Eintragen der neuen Basislésung, GOTO 1.

Bemerkung: bei < 0 haben wir eine Losung, bei < 0 die Losung.

Teil 11

Nichtlineare Optimierung

Aufgabenstellung:

e D>

f:R"> D — R € C'(D) minimieren mit/ohne NB (lokale Minima)
gl(m) =0... gm(x) =0, gm+1(x) <0, ... gn(.’t) <0

z* lokales Minimum von f :&

Je>0: f(z) > f(z*) Vo € B(z*) ={z: ||z —z*|| < &}

e z* lokales Minimum von f € C'(D) = Vf(z*) = 0 (stationiirer Punkt)



4 Minimieren ohne Nebenbedingungen
e f €CY(D), z* lokales Minimum = Vf(z*) =0
e feC?*D), z* lokales Minimum = V?f(z*)hat keine negativen Eigenwerte

e Vf(z*) =0 A V2f(2*) positiv definit = z* lokales Minimum

4.1 Abstiegsalgorithmen
1. z; € R™ Startvektor, k£ :=1
2. Vf(zx) klein genug?, d.h. ||V f(zx)|| < €? Dann fertig
3. Wihle Abstiegsrichtung dj, € R"™ mit d V f(z) < 0, wihle eine Schrittweite o > 0 mit
flzg + ardy) < f(zk), Tpyr =z + agdy, k — k+1, GOTO 2.
dI'V f(zx) < 0, da:
Flan +di) = flax) + dEV f(wg) + HOT' < f(az)

Bestimmung der Abstiegsrichtung

e Methode des steilsten Abstiegs: dj, := —V f(zy)

¢ Quadratische Modelle: f(z; +d) ~ f(zx) + d"V f(z1) + 3d" Byd
By, etwa die Hesse-Matrix V2 f(z;) oder eine Niherung (Bj stets positiv definit!)
Minimum des quadr. Modells kann explizit ausgerechnet werden:
0= Vf(xzx) + Byd = Bpd= —Vf(xx)

d= B, 'V f(z)

— By, = I: Methode des steilsten Abstiegs
— By, = V?f(x;): Newtonmethode  zj11 = 3 — (sz(a;k))ﬂVf(zk)

Konvergenz

. . k—> . .
Seien z) € R", k € N, konvergiere z, —3 z*. Die Konvergenz ist

Q-sublinear falls limy_, o0 % =0

R-superlinear  falls limy_, oo &/||zx — 2*|| = 0

von Ordnung p falls %‘f;—ﬁp“ =o(1)

higher order terms

Lokale Konvergenz der Newtonmethode

Habe f ein lokales Minimum bei z* € R, in einer Umgebung D existiere V2f mit Lip-
schitzbedingung ||V?f(z) — V2f(y)|| < L+ ||z —y|| Vz,y € D,L > 0 (Lipschitz-Konstante),
V2f(z*) > 0. Dann gilt:

e Je>0: |z —z¥||<e= 2% 2* quadratisch mit der Newton-Methode
iy =i = (Vf(ar) " Vf (o)
e (Dennis & Moré) z; konvergiert mit z, = 7y — B; 'V f(zx), k € N, gegen z*, By

H(Bkiv\t:it)f)x(zkﬂizk)u =0 = \‘I‘::i;f‘*‘\\ =o0(1), k—

positiv definit, limg_,q
(superlineare Konvergenz)

Konvergenz der Methode des steilsten Abstiegs
Sei die Folge = € R", k£ € N bestimmt durch die Methode des steilsten Abstiegs
Tp1 =25 — Vf(ze), keEN

k—oc

Vf stetig, (xx)r beschrankt = ||V f(z;)|| — 0, d.h. Grenzwert ist statischer Punkt

4.2 Konjugierte Richtungen
Zielfunktion: F(z) = a + bz + %mTGz, z,b € R" a € R,G € R"", G positiv definit
Konjugiertheit: d; € R" : d;7Gd, =0 Vj #k
Abstiegsmethode: zy 1 = zf + agdy, ap = arg IC{1>i£1F($k + ady,)
e Konjugierte Richtungen sind linear unabhingig.
¢ dTVF(x;,1) =0 VYi=1,..,1
e Jk<n: VF(xp41) =0

Konstruktion von konjugierten Richtungen

— 4Gy
di=—VE@) =g, dp=—ge+D_Puyd; Vh>1, Py=Tr 7
i=1 dj” Gd;

Es gilt: gTg; =0 Vi#j
= B=0 Vi<k-1 = By:=0kp1 = de=—0gx+ Brdi1

= B = (g — 9k71)T9k
(glc - gk—l)Tdk—l

Varianten:

o Fletcher-Rieves: 3 = H‘q‘fﬂ\z\z

e Polak-Ribiére: f, = (@ 910



4.3 Konjugierte Richtungen aus quadratischen Modellen
dy = arg min {F(z) + d"gx + 1clTB d}
k min k kt 5d" By
By, Niherung an die 2. Ableitung V2F(zy), Hy:= B,
Konjugiertheit: (giy1 — ¢:)7d; =0 Vi # j
Quasi-Newton-Bedingungen
® Hjpyi =0 7= gt — 95 0 = Tt — 7 = a;d;

e Hjyvi=6 Vi<j

Abstiegsrichnungen: dy, = —Hygr, g1 dy = —gr” Hygr < 0

Tpe1 = Tk + apdy, o = arg m>i51F(mc + ady)
«

4.3.1 Broyden Linear Family (BLF)

Hyy1 = Hy —

HyyiyiT He N k0T A ( [ Hiv, )( O Hyyy, )T
. _ _
T Heve 5kT"/k 5kT7k YT Hyye (5kT’7k YT Hyye

1. Hy symmetrisch = Hj;; symmetrisch
2. Hk+1’Yk = 0
3. Hynvi=06; Vi<k

e DFP: A\, =0

T
By 6,67 T By, B4
B = B, — —k% 4 Yede 4 (’Y_k_ £k Y _ _Bpdy
k+1 kT 5T T o w e v 0 Bk )\ 6T 8T Bidy

— H;, positiv definit

_1 P
— F quadratische Funktion = || By — G||%-, < ||Br — G||3-1 — LG 2 (Bude w)lly

1628113

— (d = —Bk’l, ay = 1 =) g; konvergieren superlinear gegen 0

o BPGS M\ = % Hyy, Bigr = By — 20 be 4 s

. 63T By, 5Ty’
G=GiGi , G 1= (G, |Allg-+ = |G TAG *|pan.
(1A rvob. = /324 255 lass|?)

4.3.2 Rang-1-Aufdatierung

(v — Bidk) (7 — Bir)”
(7 — By0x) T 0%

By = By +

4.4 Trust Region Methoden
4.4.1 Algorithmus
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Bei der Ndherung durch ein quadratisches Modell, werden Regionen Ay eingefiihrt, in denen

man der Niherung ”traut”.
1
Qr(d) = F(zy) +d% gy, + §dTBkd ~ F(zy+d) Quadratisches Modell

1. Suchrichtung Hdk||2 S Ak H Qk(O) - Qk(dk) 2 Co - (Qk(O) - IIliIl ‘dH2§Ak Qk(d))
(typisch: ¢g = 1)

2. ap =1, Ty = xp +dy
3. F(Z‘k + dk) > F((L‘k) = Tyl = Tk
4. By, mit iiblichen Formeln (z.B. DFP) bilden

5. Wahl von A, : g, = Zal-F(@tde) (ideal: g, = 1)

Qi (0)—Qy(dx)
Ak o< 15
= A=A <ot
2A; % < O

Die By miissen bei diesen Methoden nicht positiv definit sein: (B + A )dy = —gy

4.4.2 Eigenschaften
edoeR: Ay >cr-||gel| VEEN
e Jdes € R Qp(0) — Qr(dr) > caf|gkl?

® |lgxll # OVE € N = limsupy_, |lgx|| =0

5 Lineare Nebenbedingungen
FecC'(RY, F(z)— minl, z€R"

alr—b;=0 1<i<m

T , . a,-e]R,”,bie]R,
a;jz—b0;>0 m<i<m

Nebenbedingungen: {

e Kuhn-Tucker-Bedingungen (KT, KKT): F' € C*(R"),z* € R" zulissig (erfiillt NB):
z* lokales Minimum = 3); Lagrange-Multiplikatoren: VF(z*) = 7" | Njaz, Ay > 0 Vi >

m, N\ =0Vi:alz* — b #0

e F € (% z* KT-Punkt: X* lokales Minimum = dTV2F(z*)d > 0Vd € R" : dq;
0VielI:={j: afa* —b; =0}

o FeC?a* KT-Punkt, [:={i € I*: \ #0Vi<m'}:
d"V2F(z*)d >0Vd #0: d"a; =0Vi € I = z* lokales Minimum
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5.1 Methode der aktiven Mengen

Es wird die Dimension des Raums, in dem nach z* gesucht wird, reduziert, indem man be-
sonders die Nebenbedingung(en) betrachtet, die aktiv sind, d.h. die als Gleichung erfiillt sind.

z € R™ aktueller, zuléssiger Vektor, I, aktuelle Schatzung der Menge der Indizes der aktiven
Nebenbedingung, insb. {1,..,m'} C I} Vk

gr = VF(xx) € span{a;}ics, = wihle Suchrichtung dy : diTgr < 0,d;Ta; =0 Vi € I,

= Tpy1 = T + agdy

ay, durch Nebenbedingung c¢,(z541) = 0 eingeschrénkt = Iy = I U {p}

Wiederholung, bis gy € span{a;}icr,, dann Berechnung der Lagrange-Multiplikatoren JA; :
9k = ZiElk Aiai

e )\; >0Vi>m' = KT-Punkt
e dk>m': N <0= —gp=—Na; — Ziefk\{l} Xiti, T = L\{1}

Entfernung/Hinzufiigung eines Indizes in I nur bei F(z;) = min{F(z) : ¢(z) = 0 Vi €
I}, F(zg41) < F(zg) Vb = 3 nur endliche Anzahl von Anderungen der Menge der aktiven
Nebenbedingungen

Variante:

Nur in Kern{4;"} = {d € R*: A;"d = 0} rechnen:

Sei Z, € R™* 1. A,"Z, = 0 mit linear unabhingigen Spalten. = v, = argmin{F(z) +
Zw)}, di = Zyoy = —Zi( 26" GZy) 12T g

6 Nichtlineare Nebenbedingungen

F(z) = min!, F': R" - R € C'(R")

reR™
Nebenbedingungen ¢;(z) =0V1<i<m', ¢(z) >0Vm' <i<m

e z* lokales Minimum & F'(z) > F(z*) Vo € U Umgebung von z*, z,z* zulissig

e z* KT-Punkt & z* zuliissig, 3\ : VE(z*) = Y00 A Ve(z), A > 0Vi > m' )\ =
0Vi: ¢(z*) >0

o z* zuléssig, lokales Minimum, Ve¢;(z*), ¢ € I* = {i : ¢;/(z*) = 0} lin. unabhéngig = z*
KT-Punkt

e Bedingungen 2. Ordnung: L(z, A) := F(z) — > it) Mici(z), A= (A1, ., )T € R™:
z* KT-Punkt = V,L(z,\) = VF(z) — >1*, AiVei(z), VL(z*,A) =0

e z* KT-Punkt, V¢;(z*) linear unabh. Vi € I*, z* lokales Minimum, A\* Lagrange-
Multiplikatoren = d7V2,L(z*, \*)d > 0Vd : dTVe,(z*) = 0 Vi € I*

e z* KT-Punkt, V¢;(z*) linear unabh. Vi € I*, A* Lagrange-Multiplikatoren, d” V2 L(z*, A*)d >

0Vd: d"Vei(z*) =0Vi e I,d #0= 2* lokales Minimum
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6.1 Penalty-Funktionen
L;-Penalty-Funktion
Cbl(x):F(m)—i—Zuﬂcz )+ Z pimax(0, —c;(z))
i=1 i=m’+1
e V¢;(z*) lin. unabh. Vi € I*, 2* Losung des Opt.problems, A} Lagrange-Multiplikatoren

bei z*, p; > |Af|, i € I* = z* Minimum von ®;

Fletcher’s Penalty-Funktion
Hier fiir m = m/, V¢;(z) lin. uabhingig Vz € R

Pp(z) = F(z) — Z)\ + = Zc, o Ale) =arg g HllIl [|VF(z) Zx\ Vei(z)]|2

e z* KT-Punkt, V¢;(¢*) linear unabh. Vi € I*, A\* Lagrange-Multiplikatoren, d"V2, L(z*, \*)d >
0Vd: d'Vei(x*) =0Vi € I,d# 0, r ausreichend gro = z* lokales Minimum von ®p

Allgemeine Penalty-Funktionen
®,(z) = F(z) + 7 P(c(r))
P:R™ 5 R{, Plc)=0YceR™: ¢y =.. =y =0, ¢y = .. = ¢, > 0; sonst: P(c) >0

e F'stetig, Nebenbedingungen widerspruchsfrei, (r), monoton wachsend, 7 koo 00, (TE)
Minima von ®,(z) = alle Hiufungspunkte von (z(ry)) . sind Losungen der Aufgabe

o P stetig: ®(z) = F(z) + P(c(z)) besitzt Minimum in # = & minimiert ¥'(z) mit den
Nb. ¢i(z) = ¢;(2)

6.2 Augmentierte Lagrange-Methode

Wir wollen ®(z, A, 7) minimieren:

m=m': ®(,\r)= Z)‘C’ +;Zcz(m)2

Sei z(A,r) € R® Minimum (A € R™,r > 0)

o f:R™ 3R g:R™ = R™: ||[f(9)]| ~ llg()l :& L < oo, (%8 < oo fiir einen
gegebenen Bereich der y

o o* KT-Punkt, V¢;(2*) linear unabh. Vi € I*, A* Lagrange-Multiplikatoren, dTV? L(z*, \*)d >
0Vd: d"Ve(z*) = 0Vie I,d#0

- = |lz(\,r) = z*|| ~ |le(z(A,7))|| in einer Umgebung von z*, in der die Hesse-
Matrix von L(z) = F(z) — Y7, Mei(w) + 530 ci(z)? positiv definit ist

= lla(a,r) = 7] = O(A=XL) v > e
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— r grof§ genug, damit z(A) in einer Umgebung von z* = ||\t — \*|| = O(Hi‘:::u),
wobei At = (A —7) - c(z()))

— 7 groff genug = A — \*

o o(N) :=@(z(N), A7) (N) < @(X) VAER™

e $()\) maximieren:

Methode des steilsten Anstiegs: AT = A+ rVc

- V2¢=—ATB1A >0, wobei A= (Vey,..,Vey), B = V20
Newton-Methode: A\* = X\ — (V2¢) !, fiirgrofer: M ~=XA—r-¢

6.3 Lineare Ungleichungs- und allgemeine Gleichungs-Nb.
ci(z) =0 V1<i<m allgemeine Gleichheits-Nb.
z € S CR", S Inneres+Rand eines Polyeders; Lineare Ungleichungs-Nb.

m m
_ . _ . T 9
= z()\) = arg min d(z, A\, r) = arg min F(z) - 1:21 Xici(z) + 3 izzlci (z)

A € R™ sind die Lagrange-Multiplikatoren der Gleichheitsnebenbedingugen und es wird bei
®(A) = ®(x()), A, r) maximiert.

6.4 Allgemeine Ungleichungs- und Gleichheits-Nb.
Es werden Schlupfvariablen eingefiihrt:

z>20Vm' <i<m, c¢(r)=0VI<i<m c¢(z)—2=0Vm <i<m
Wir minimieren

m' m m

&(z,\, ) = F(z) — Z)\ic,—(x) + Zc,-(x)z - Z Ni(ei(z) — ) + g Z (es(z) = zz-)2

i= i=1 i=m/+1 i=m/+1

N3

unter der Voraussetzung z; > 0 Vm' < i < m:
Fiir m' +1 <i < m gilt:

T 2 )\,‘2 )\z
min —A;(¢;(z) — zl) + = (ci(z) - z,-) =5 falls z; = ¢;(z) — o >0,

2>0 2
. T 2 A2 Ai)2 Ai _
min =Aiei(z) —z) + 5(01(1) —z) = o + i(q(z) - 7) falls ¢;(z) — T < 0, =0
Es folgt eine Aufdatierungsformel fiir die \;:
N A = Ai — rei(z) 1§i§m"
max{0,\; —r¢;(z)} m'+1<i<m
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6.5 Lineare Niherung an nichtlineare Nebenbedingungen
Tp1 =Tk tag-dy, k=0,1,2,.

wobei zy Startvektor und dj Suchrichtungen sind mit

cilzy) +di"Vei(z) =0 V1 <i<m'; ci(ap) +di" Veg(zg) >0 Vm' <i<m

6.6 Newton-Methode zur Berechnung von KT-Punkten

Wende das Standard-Newton Verfahren an auf

VF(z) = Z)\chi(x), c(z)=0Vi=1,..,m
i=1

= VF(@*) + V' L(z*)* = > "M =) " ufVe(a*) =0, VL=VF-) 7V’
i=1 i=1

i=1

Es wird die folgende Gleichung nach (3%, —\* — n¥) € R"*™ aufgelost:

(5 8 ) (28

wobei AF 1= (Vey(aF) ... Ven(ah)), o(a*) = (b)),
o Ftl— gk gk AL Nk g gk gkt gk RR AR NRHL pk ¢ Rm
o V2L(z*) positiv definit = 6% = argmingegn #'(z%) + 6TV F (zF) + $6TV2L(2*)d mit
Nebenbedingung c¢;(z*) + 67Ve;(z*) =0Vi=1,.,m
6.7 Quasi-Newton-Methoden fiir Minimierung mit Nb.
1. zy € R™ Startvektor, £ =0
2. By, ~ V?L(z*) mit Quasi-Newton-Verfahren berechnen

3. O, = argmingegn F'(xg) + 0TV E (x) + %6TBk5 mit Nb. ¢;(zx) + 0L Vei(z) = 0 Vi =
1,.,m/, ¢i(zp) +0F Vei(zg) > 0Vi=m' +1,..,m
Kontrolle mit Giitefunktion, ob ®(zy.1) < ®(zx)

4. Tpy1 = xp + oygdg, ap >0

5. xg41 nahe genug an der Losung = fertig
sonst: k — k + 1, GOTO 2.

Mogliche Giitefunktion:

®(z) = F(z) + Zul|c,(x)| + Z pimax(0, —c;(z))

i=m/+1



o o 7.1 Verfahren des goldenen Schnitts
@,(z) = F(z) + Y _ pilei(@)] 1. k=0, ap:=a, bp:=b
i1
. 2. v = ay + %(bk —ay), Wy = ag + ‘/52’1(b;C — ag)
Sétze:
3. fluog) > flwg) = apy1 = vk, bpyr = by

e )\ € R™ Lagrangemultiplikator von F'(z;)+67 VF(z;)+ 67 Byd — min mit Nb. ¢;(z) + Flup) < flwp) = apy1 == ag, b1 i= wy

8FVei(zk) =0Vi=1,..,m/, ci(zr) +6F Vei(ay) > 0Vi=m'+1,.,mund y; > |N\;| Vi = il | et

1,..,m = ¢, = arg mingecgn F(xk)+6TVF(xk)+%6TBk(5+Z.m:,1 wilei(zy) + 6T Ve (z) |+ o NOk41 — appa| < € = fertig

S sr imax (0, —c;(zx) — 67 Vey(zy)) ' |brs1 — ag1| > e = k— k+1, GOTO 2.
® i 2 |Aif wie eben, 0 # 0= Ja >0 O(zk + ady) < B(zk) 7.2 DSCP (lokale quadratische Approximation)
® (k) (O)y, beschrinkt = Joy + y(zp + ardy) < Pilx) + j50u0k, 0k = GV F(24) — Sei f € C'((a,b)) und strikt konvex.

™ uglci(x)| und alle Hiufungspunkte von (zy), sind KT-Punkte .
iz le(@)] 8P (@) 1. Wiahle zg > z1 >z 1 f(z0) > f(z1), f(21) < f(22)

— 72 * H . _ ¥ = _ e*]]2
* By = V?L(z") = quadratische Konvergenz : ||z, + 8 — &*|| = O({[ax - 2*|?) 2. Interpoliere mit quadratischem Polynom an den Stellen (zo, f(70)), (1, f(21)), (22, f(2))

e In Praxis: etwa By durch BFGS, wobei y;, durch gammay = gy, + (1 — 0x) Bidy, 0 < und berechne das Minimum z

Iy < 1 ersetzt wird, etwa 9, so, dass 'fkTék > %ékTBkék >0 3

. Ergebnis nicht gut genug = z, :=7, GOTO 1.

e z* zuldssiges, lokales Minimum mit hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung, Quasi-
H T — T2 * * . T . (*\ — T () — . . . . . .
Newton-Methode mit p* Brg = p Vi, L(@", X")q ¥p g+ plei(s”) = ¢'Vei(a?) =0 Vi € 8 Globale Minimierungs- und Optimierungsverfahren
I'= gz — 2% = 0(||lzx — 2*|I%)
Bei den bisherigen Vefahren wurden lokale Extrema, stationdre Punkte und KT-Punkte mit
6.8 Der Maratos-Effekt Hilfe von Taylor-Entwicklungen und quadratischen Modellen berechnet.

Wir suchen nun globale Minima.
Manchmal wird ein Schritt durchgefiihrt, bei dem die Zielfunktion F' vergroflert wird. Dieser

fiihrt eventuell zu einer schnelleren Konvergenz. Verwirft man diesen Schritt (etwa durch
Kontrolle mit einer Giitefunktion), so verringert man die Konvergenzgeschwindigkeit.

8.1 Globale Niherungsverfahren

Abhilfen: e Polynome, Polynominterpolation und -approximation
+: einfaches Verfahren
e Man erlaubt einige VergroBerungen der Giitefunktion @, (x). —: kaum geeinget fiir globale Niherung und hohere Dimensionen
e Man verwendet die Giitefunktion ®(z), da dort dieser Effekt nicht auftritt. e Splines (stiickweise Polynome), z.B. zur Interpolation

+: geeignet fiir globale Naherung
. . . e e . —: nicht geeinget fiir Dimensionen n >> 10
7 Eindimensionale Minimierungsverfahren
e rationale Approximation
Bei vielen Abstiegsmethoden muss a als eindimensionales Minimum gewihlt werden: +: geeignet fiir globale Ndherung

—: nicht geeinget fiir Dimensionen n > 10
ay = arg m>i{)1 F(zy, + ady)
) ) 8.2 Eine neue multivariable Niherungsmethode
Im Folgenden suchen wir z* = arg mingeq,s f ()
Zielfunktion: f: Q= R, QCR", n>1 Nidherung:s:Q =R, s=f, s “einfach”
s soll von f(z1),.., f(ZTm), Z1,..,Tm € Q pw. verschieden, abhingen, etwa s(z;) = f(z;) Vi =
1,..,m (Interpolation)

s(x) = Z)\M(Hx —i|l2) mit \; € R, ¢ : R — R stetig
i=1



o(r)
o(r)

— 1
= o ¢>0

=2kl pe N

=vrl+e2, ¢>0

o o(r) :=r%logr

Wir verlangen:

s(eg) = Do Mol = aill) = F(25) Vi=1,.m

Dazu wird das folgende lineare Gleichnugssystem gelost:

A=b A= (pllzy —zill) ], b= (fla),

A ist fiir regulidre A eindeutig bestimmt.

Seien 1, .., T, pw. verschieden:

e o(r)==eC", ¢>0, f eC(RY)
= AN, s(zg) =20 )\icp(Hz]- - 1;,”2) =f(z;)Vj=1,.,m

o o(r) = ==, c>0, f€C(R")

Ve+r??

= ! )\1, --7)\m H S(.’L‘]) = Z:zl )\Z(p(H.’L‘] — I,HQ) = f($]) V] = 1, ., m

o g(y) = [X7L, A

o(r)=r: g(y) =0(lyl)

= A A, A s(z) =0 )\itp(sz — ziﬂz) = f(z;)Vj=1,..

e(r)=vrit+c% c>0: g(y)=O0(llyl)

= A, A s(z) =20 ez — @) = flz) Vi=1,..

e(r) =r?logr:  g(y) = O(|ly|]")

= A, A s(zg) =0 )\i<p(||a:]~ — szz) =f(z;)Vj=1,..

- Y g(zs) =0V € Py = |g(y)l = O(llylI**Y), Iyl <1
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