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1 Schubfachprinzip

Werden n Objekte in r Féacher gegeben, wobei r < n, dann enthélt mindestens
eines der Facher mehr als eines der Objekte.

Sei f: N — R eine Abbildung mit |R| =r < n =|N| < cc.

Es gilt sogar: Ja € R: |f (a)| > [2]

Beweis: indirekt

Ang. Aa€eR: >[2] =VaeR:|f (o) <2

= n—ZaeR\f ( )\<T p=n

1.1 Zahlen
Betrachten wir n+1 Zahlen aus der Menge {1,2,---,2n},

e dann gibt es zwei von ihnen, die relativ prim zueinander sind. (d.h. sie
haben keine gem. Teiler >1)
Beweis klar, da es zwei Zahlen geben muss, die sich um genau 1 unter-
scheiden.

e dann gibt es zwei Zahlen, von denen die eine die andere teilt.
Beweis: Stelle alle n+1 Zahlen als 2 - m dar, so dass k maximal ist
= m ungerade Zahl € {1, ---, 2n-1} = n Moglichkeiten fiir m
= min. 2 versch. Zahlen haben den gleichen ungeraden Anteil
= eine der Zahlen teilt die andere

1.2 Folgen

In einer Folge a1, ag, - - - , @mp+1 von mn+1 versch. reellen Zahlen gibt es immer
eine ansteigende Teilfolge
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(1) a; <ay, <---<a,, (i1 <y < -+ < ip41) der Lange m + 1
und/oder eine absteigende Teilfolge

(2) aj >aj, > >aj, (j1 < j2 < +++ < jn41) der Linge n + 1
Beweis:

Man ordne jeder Zahl a; die Zahl ¢; zu, die die Lange der ldngsten ansteigen-
den Teilfolge bezeichnet, die mit a; anfingt.

Gibt es ein t; > m, so ist (1) erfillt. Ang. t; < m Vi z.z.: (2) ist erfiillt

Betrachte £ : {a1,- - ,amns1} = {1,--- ,m},ai = ¢
nach SFP s € {1,--- ,m} : |f (s)] > {%ﬂ] =n+1
Seien aj,, - ,a;,,, n+1 dieser Zahlen mit j; < -+ < Jpq1

aj, < aj,,, kann nicht gelten, da sonst f(a;,) =s+1
= aj, > aj,,, = es ex. eine absteigende Folge der Lange n+1

Anwendungsbeispiel: Dimension von vollstdndigen Graphen K,
Sei N = {1,---,n} (n > 3) und seien m Permutationen =y, -+ ,m, von N
gegeben. Die Permutationen 7y, - - - , 7, stellen den Graphen K, dar, wenn zu
je drei versch. Zahlen i,j,k eine Permutation existiert, in der k nach beiden
Zahlen i und j kommt. Die Dimension von K, ist als das kleinste m definiert,
fiir das eine Darstellung 7y, - -+ , 7, existiert.
Bsp. dim(K3) =3 etwa 123 132 231

dim(K4) =3 etwa 1234 2431 1432
Behauptung: dim(K,) > log,logyn
Beweis: dim(K,) ist monotone Funktion in n
= es reicht die Beh. fuer n:=2% + 1 (p > 0) zu zeigen, da gilt:

p = log, logy 2% < logy logy n < logy logy (2% +2) < - -+ < log, log, 22" = p+1

und dim(K,,) ganzzahlig ist.

indirekt: Ang. es wire dim(K,) < p und m,-- ,m, seien darstellende Per-
mutationen von {1,---,2% +1}.

Fall p < 2 trivial. Sei also p > 2.

Dann ex. in 7y eine mon. Teilfolge A; der Lange 22 " +1 (2241 = (22 ")241).
In 7y ex. eine monotone Teilfolge Ay von Ay der Linge 22 +1 --- In Tp
ex. eine monotone Teilfolge A, der Lange 92 41 = 3, die in allen 7; enthalten
ist.

Sei A,=abc =>a<b<codera>b>c

= b steht nie nach ¢ und ¢ = my,--- , 7, nicht darstellend

(BSp: 10g2 10g2 1422564 ~ 4, 35 = dim(K1422564) 2 5 tatséchlich: (K1422564) =
7
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1.3 Summen

Seien n ganze Zahlen ay,--- ,a, gegeben. Dann gibt es einen Abschnitt von
aufeinander folgenden Zahlen a1, - -+ , a; (k < 1), deren Summe Zi:]ﬁ—l a; ein
Vielfaches von n ist.

Beweis: Sei f: N - R, f(m)=m modn

mit N = {0,a1,a1 +az, -,y . ai}, R={0,1,--- ,n— 1}. Dann gilt:

|IN| =n+1>n= |R| = dm; = Zle a;, mg = Zé:l a; (k < 1) mit f(m;) =
f(ma)

= [Tk ) = f(Xieai = Ximyai) =0

2 Doppeltes Abzihlen

Seien die endlichen Mengen R und C gegeben und sei S C Rx C. Ist (p,q) €
S, so heiflen p und ¢ inzident. Wenn wir mit r, die Anzahl der Elemente
bezeichnen, die zu p € R inzident sind und mit ¢; die Anzahl der Elemente,
die zu ¢ € C inzident sind, so gilt: Y7 cprp, =[S/ =2 0
Darstellung von S als Matrix A=(a,,) mit ay= 1, falls (p,q) € S, sonst
apg =0
Zpe rTp = Addition der a,, zeilenweise

wccCq = Addition der a,, spaltenweise

2.1 Nochmals Zahlen

Betrachte S = {(i,7)|i € R, j € C,iteilt j} Definiere:
t(j) := Anzahl der Teiler von j, #(n):= %> 7, t(j) (Durchschnitt der #(5))

Behauptung: (Inn) —1 <{#(n) < (Inn)+1
Beweis: Mit DA folgt, dass man #(n) auch anders bestimmen kann:

c

7112 3 4

1111 11

2 1 1 . A

5 1 Zur Veranschaulichung (1= (p,q) € S)
4 1

t(j) gibt die Anzahl der len in der j-ten Spalte an. Zahle nun zeilenweise:
1 (i-te Zeile, k-ter Eintrag) =k -4 = len = 14,24, , |2] -4

=0 =13 = 1 D[
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2.2 Graphen

Satz

Sei G ein endlicher einfacher Graph mit Eckenmenge V' und Kantenmenge E.
Grad d(v) einer Ecke v: Anzahl der mit v inzidenten Kanten.

Behauptung: )° ., d(v) = 2|E|

Beweis: Betrachte S CV x E, (v,e) € S falls v Endecke von e

S =3 ,cvd(v), da jede Ecke genau d(v) zur Summe beitrégt

S =2|E|, da jede Kante genau zwei Ecken hat. = )" i, d(v) = 2|E|

Extremalproblem fiir Graphen

Ang. G = (V,E) hat n Ecken und enthilt keinen Kreis der Linge 4 (Cy-
Eigenschaft). Wie viele Kanten kann G dann max. haben?

Sei S = {(u, {v,w}) : ubenachbart zuv und w, v # w; u,v,w € V}
= |S| Anzahl der Untergraphen, die aus genau 3 Ecken und 2 Kanten beste-
hen.

o |3 = Y. (dg“)) (Ist u Endecke von d(u) Kanten, so gibt es (dg”))

Maoglichkeiten einen Untergraphen zu Wﬁihlen.)

e 1S1<(3) (Wg. Cy und (}) versch. Paare {v, w} existieren)
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