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1 Definitionen

e u : A — C Hermitesche lineare Funktion

—u(z") =u(z")¥n >0
—ula-2"+b-2)=a-u(z*)+b-u(z')Va,beC, klcZ

e ¢, : P2 — C Bilinearform
— y bilinear
= 2u((P(2),Q(2)) = u(P(2) - Q(2))
e <,>:P? — C Hermitesche Bilinearform
- 2eR\{0},aeC,la| =1
— < P(2),Q(2) >= ¢u((P(2),Q(2)) + A" P'(a) - Q'(a)

2 Algebraische Eigenschaften

2.1 Theorem
<,>regular & A+ K,(Ll,’ll) (a,a) #0 (n>1),

wobei K ! 1)( a)=>"7 193 @l , {on(2) }LE]N MOPS! zu v und ¢; = u(¢;(2) - ¢;(1))

n—1 j=1 "¢

b (2) = o ¢,(a) O, 4
Un(2) = ¢u(z) — T KD K7 (2,a),

wobei {t(2)}, _ MOPS zu <, >, K\*}(z,0) = Y0~} #5950

j=1 [

Beweis:
=) Sei <, > reguldr und {¢, (2 das dazugehorige MOPS, d.h.
neN

< 7/%(2)7@%(2) >=ap * 6nm7 [ 7é 0
Es gilt (durch orthogonale Projektion):

n—1

¢n(z) = ¢n(z) + Z bnj : ¢J(Z)

=0

pu(Un(2)05(2) A (@) 3@ 0<j<n—1).

Pu (¢J(Z)x¢1(z)) “

Folglich: 1, (2) = ¢, (2) — A" - ¢, (a) - K (2, 0).

Man betrachte die Ableitung fiir z = a : ¥/, (a) = ¢/,(a) = A71 - ¥/ (a) - K,(ll,’ll)(m a)
= U@+ K (a.0)] = A, (a)

Es gllt < wn(’)7 ¢n( ) >= (Pu((b"(«)7 ¢7L(Z)) + )‘71 : U;(a) : (;5;(0/)7

folglich: ;' < ¥, (2), dn(2) >= 1+ e, - A1 (a) - ¢, (a),

'monic orthogonal polynomial sequence: System monischer, orthogonaler Polynome

wobei b,,; =
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Induktion:
Induktionsanfang: A = A + K<1 1) (a,a) #0
Induktionsschritt: Sei A + K, (1 1) # 0. Dann gilt:

A ¢;L(a)
A+ K(l’l)(a, a)

n—1

et < n(2), 0n(2) >=1+¢' X7 (a) - @, (a) = 1+ €' A7), (a) -

A+ KM (@,0) + g (@) et A+ K (a,a)
At K (a,a) At K (a,a)
Da <, > regulir ist, gilt: < 1,(2), ¢n(2) >=< 1n(2), ¥Yn(z) >7# 0 und somit
At KD (a,0) £ 0

(<) Sei A+ K L1 ) %40V n > 1. Definiere eine Folge {¥n(2) }nen von monischen Polynomen:

Pn(a)

(0,1)
A K B

n—1

wn(z) = ¢n( )

Fir m < n gilt dann:
< Un(2), om(2) >= @u(wn( ), (f?m(Z)) + 27t 1[}:1((1) .m
Pu(Om(2) - On(2)  dl(a) - G, (a) A (@) - 9,(@
- S K (a,
Em A+ Kr(Llj) (a,a) A+ Kr(,,li)(a, a) a1 (a,0)
1
v

A6, (a) ) -

(—é(a) - &l (a) + ¢ (a) - 61, (a) + A1 @l (a) - @, (a) - K2V (a,a)

AuBerdem gilt:
< wn(z)a ¢n(z) >= Wu(wn(z)¢ ¢n(z)) + At %(“) m

Gn(@ A+ KV(a,0)
A KM @a) A+ KV (a,0)

aus der Voraussetzung. a

= 99u(¢n(2)7 ¢n(z))
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2.2 Theorem
Seien {¢n(2) }new bzw. {tn(2)}nen die MOPS beziiglich u bzw. <, >. Dann gilt:

(2= a)* - ¥n(2) = qua(2) - 61(2) + 2n(2) - Bu(2),

wobei
—\n—3 -1 #r,(a) — /
aal2) = @7 iy KD ([(n —1)-@-éu(a) — ¢(a)] (z —a) — gi)n(a))

=(z—a)? e’LM- a-gn(a) — @L(a)] - (z —a) + a® - én(a)
Bne) = (2= et iy (o) = B - (o) a5 )

Beweis:

Wir wenden die Christoffel-Darboux-Formel (siche Literatur [5] p.196 (1.21), [6], [7]):

o) = 51 )T = () )

)

wobei gilt:

P*(z) = 2" P(

w =

) vPE]Pn anl(z,y):nim

€

Setzen wir y = a und verwenden |a| = 1, so folgt:

1 $a(2) - Onla) = 91(2) - 1 (a)

K, 1(z,a)=a-e, P

Wir betrachten auflerdem die Ableitung in y:

-1 [472;(2) O (Y) = 0u(2) - In(y) | On(2) Gnly) — dul) - %(y)]

K™V (z,y) = e -7 +2z 1-77°
Setze nun y=a:
0.1) _a’e! — _
K 0) = (= (600) - (64 (@) + 23 8, a) — 2 6(@)

-1

(a))> = (Zefa)2 ’ (TIJL(Z) “On(2) +tia(z) - d);(z))

+¢,(2) - (03 (a) — 2@ ¢}/ (a) +

™0
=
B

wobei

r1a(2) = (a- ¢,(a) = a® - ¢u(a)) - 2 — a® - & (a)

tin(2) = (a* 03(a) —a - ¢(a)) - 2+ a” - ¢} (a)
Nun setzen wir dieses Ergebnis in die Gleichung aus Theorem 2.1 ein und verwenden, dass
¢5(a) = @" - du(a) und ¢% (a) =n-a- (¢(a) —a™ - W"TW)) (siehe Literatur [8]):

7ﬂ.efl.r z) - VA Z'*Z
A+ K (a,a) < w e (1a2) - onlz) + 01(2) - 0 ))>

(z - a)2 “Pu(z) = (2 = a)2 o (2)
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2, @ d(a)- e’ 7 2. Ty

= on(2) - ((z —a)*+ Nt K0 [(a-¢n(a) = &,(a)) - (z—a) +a*- %(a)])

(@) e, - @
A+ K(l’l)(a,a)

n—1

+¢i(2) -(fz ca-gnla)+z-n-a-du(a) —z-¢L(a) —n-gnla)+a- (bil(a))

((n-1)@6n (@)~} (@) -(—a)~gn(a)

2.3 Theorem

Seien die linearen Fuktionen uy = (z —a) - (2 —@) - v und up = (z — a)? - (£ — @)? - u regulir

und {qﬁ?}nem bzw. {qﬁ)}nem die dazugehoérigen MOPS. Dann gilt:

1.
(Z - Cl) : (bi)—l(z) = ¢7L(Z) - Kyfri((il: a) . K1L—1(Z>a)
> 6nla)
1) / n\@ (0,1)
d)n—l(a) - ¢n(a) Kn,l(a,a) Kn—l ( 7(1)
3.
K" (z0) K% (a,0)
) 1 . Kn—l (ZCL) Kn—l(Uq a)
Kooz 0) = K,_1(a,a) (z—a)
N (11) ©.1)
) _ 1 . an,l (CL, (L) Knil ((l, a)
Ksla,a) = K,_1(a,a) Kfllfi)(a, a) K,-1(a,a)
wobei

Beweis: siche Literatur [2],[3]

Schritte zum Lemma 2.4

Wir wenden Theorem 2.3 an und verwenden, dass im reguldren Fall ¢,,(a) # 0V n:

(z = a)%6) o(2) =1 (2 —a) - 6, (2) — (@) (z—a) - K, 5(2,0)
" " K)) (a,a) e
1) 1) (0,1)
() _ . 1) (/5”,1(&) K(O,l) gbn—l(“) ) anl (LL, U‘) ) Kn,1(27 (l) . qbn(a‘)
G ol O T ) @) Ko@)
) Sna(a) - K" (a,a)

.‘Zizia_l)ilz
Kilz(a’ (L) 7 Kle((h (L) ! ¢n(a) <@n( ) ( ) ¢n ( )>
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Es folgt die Gleichung : 2.6 Theorem
o) D Un(2) = 0)(2) + M- 6314 (2) + No - 6,15(2),
(0,1) _ K, V(a,a) K, 5(a,a)- ¢n(a) 1)
K, (z,0) = o) [qﬁn(z) + (m - 1) (z—a) - ¢,_1(2) wobei / :
_ Gns1(a) - Pula ) dla) - ¢ _1(a) o Ty
: M, = o Pn11(0) - o (0)
K, Ly(a,a) - a(a) r en Kalea) (34 K (0,0)) - enns
7¢1) (a) K(O,l)(a a) (z—a) ¢n72(2):| busr(a) M - dn(a)
n—1 n—1 _ . n+ n " Pn _ ).
0] Mo = 0@ (L T a) ~ 60 60 e
2.4 Lemma ‘
¢,(a) Ao TS TS Ty Gt s
Unl2) = Ao 0nl2) 4 B (2 = a) 04 (2) +Co (2 — ) 2La(2), a0 50 - )
wobei o1
A =1 ¢ (a) - K7 (0, a) 1w, Beweis:
onla) - (A + K2 (a,0) ot Dy D )
o ; P, = L[o) ()| © P, 1 = LIp(2), 011 ()] @ Py = LIGH (=), 68.4()] ® LIoL 3 ()] @2 P
B — o (a) - K,y (a,a) _ #n(a) - K, 5(a,a) —a, -8 Mlt Lemma 2.4 folgt die Existenz der Darstellung. Wir berechnen nun M,, und N,.
n on(a) - (A + K(l LD (q, a)) o) (a) - (A + KM (a, a)) oo Multipliziere dazu die Gleichung aus der Behauptung mit z —a und wende Theorem 2.3.1 an:
ha) - K, 5(a, a) —a. _ _ Pun(@) . __nle)
= e (s K a) (=0 (2 =) = 0T Gy Kol ) M () — e 5 o5 Fea ()
Beweis: +N - (2 —a) - ¢ _5(2)
Indem man @ in die Gleichung von Theorem 2.1 einsetzt, erhélt man die Behauptung. O Wendet man u an, so folg:
1 o 7¢n+1 ((l) ) ¢11(a) y
2.5 Lemma u((z —a)¥n() 9 ”(;)) T Kawa) Mo en
Puy (¢n(z)7 z- P(Z)) =0 VPeP,s Aus Theorem 2.1 gilt:
Beweis: —
¢n(a) (@)
< cPn(2) = On n . n : .
Sei P € P,_3. Dann gilt: (2= @) #u(2) = Gnia(2) = dna(0) - 6(2) — - dn2) - /\+K£1;11)(a,,a,) ( €n—1 S >
1 =1 1 — 1 Es folgt:
pu(n(2), 7 P) =i (vn(2) - P(3)) =u((1= D) (5 =) -va2) - P() e —
¢fn a)- ;L—l a) - eén ¢n+1(a) ° ¢7l(a)
1 1 — 1 —1 7¢n 0¢n0n7 “Cn — = +A1n'/n
=eu(nle) @=2)- G -0 PE) = —au(nla) - -0 PO) e K ) eyl F
=—a-p, (wn(z)7 (z —a)*- P(z)) =—a < Pn(2),(z —a)?  P(2) >=0 Hieraus ergibt sich sofort M,,. Multipliziert man die Gleichung aus der Behauptung mit
o (z—a) m(%) und wendet u an, so ergibt sich:
N : N T 1 o 7¢n+1(a) ) ¢n—1(a) Aln . (bn(a) . (bn—l(a/) N\
u(('é_a)'an—l('é)'@n—l(z)> = Kn(lL a) - anl((l (l) +Nn'cn—1'@n—2(0)

Man wende die Gleichung aus Theorem 2.1 und die Rekurrenzrelation (siehe Literatur [5],
Seite 11) auf die linke Seite an:

u(z =0 ) 5 (3)) = <60 (0)- 06,20
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' (a 0,1 —1
—Wﬁ&w~u<<z—a>~Ké4<z»a>~¢n—1<;>>

S(a) -0 1(a)  d(a)
(1,

- _¢n (0) c€p (bn— (0) + .
- 1 e A+ K00

A+ K,

.u(z~m(§)~(¢"’l(2)' & (a) qbnfz(zr@iﬂ(a)))

wobei (e % ) (@H(zzn._w N ¢n,2(ze)n-_w))
= ~0n(0) - 5 (0) - G (@) + - o)
Also: . -
e - SR e 50
= ~OnaO)en a0+ (T 400 0) a0 Foca s T

Falls ¢,,_2(0) # 0, so ldsst scih N,, aus der oberen Gleichung errechnen. Falls ¢,,_»(0) = 0, so
gilt ¢n—2(2) = z - ¢p_3(2z) und somit konnen wir die Gleichung aus der Behauptung mit
(z—a)- (1),,,2(%) multiplizieren und iterativ vorgehen. m]

Mit Hilfe der Rekurrenzrelation von Szegd (siehe Literatur [5],[6])

6L (2) = L g5 (2) + 6D (0) - 1), (2)

€n—2

erhalten wir aus Theorem 2.5:

2.7 Theorem

Yal2) = Sia(2) - 611 (2) + Som(2) - 62 4(2)

™0

wobei .
Sia(z) =2+ M, — N, - 2260 (0)
Cn—1
61)
Stom () = 9(0) + N, - =2
€n—1
Beweis:
671%2 1) * 1) 1)
Unz) = 6+ Mo 611 (2) + N 552 (0115) = 914(0)- 0111 (2))
n—1
(a4 M- N, 2 G0 0)) gD D(0) 4 N, - o2 b
= (e Mo = 2 52 6T,00) 021+ (6010 + M 552) 61152
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2.8 Theorem (3-Term-Rekursion)
Die Folge {t,,(2) }nen erfiillt die folgende 3-Term-Rekursion:

W(2,2)  Pny1(2) + Y (2,3) - ¥n(2) + Z(2,4) - ¢hp_1(2) =0
wobei W(z,2) € Py, Y(2,3) € P3, Z(z,4) € P,y

Beweis:
Wir betrachten folgendes System:

Yn1(2) = Sin1(2) - drs(2) + Son1(2) - 6, 5(2)
Yo = (S14(2) + S0(2) - 011(0)) - 2+ 6 5(2) + (S1,a(2) - 914(0) + Soa(2)) ~¢,?;;(z)
Yni1 = (St () + Soni1(2) - 61 (0)) - 2+ 6,01(2) + (St (2) - 02(0) + Sonia(2)) - 6
= ((S101(2) + Somia(2) - 612(0)) - 2 + (Suasa () - 67 (0) + S (2)) z) ol

+((Sunsa(2) + Somia(2) - 92(0)) - 61-4(0) - 2+ (St (2) - 03 (0) + So,nﬂ(z))) : ¢Ll’;(z)

Mit den Bezeichungen

Tin(2) = S1n(2) + Som(z) - 601 (0), 6Ty, (2) =1,

Vin(2) = Sia(2) - d0-1(0) + Son(2),  8Via(2) <1,

folgt:
wnfl(z) Sl,n—l(z) SO,nfl(Z)
wn(z) Tl,n(z) = Vl,n(z) =0
Yni1(2) Tin1(2) 22+ Vipsr - 6,000 2 Tinsa(2) - 6,1(0) - 2+ Vi (2)

und somit:

0 = 1/)n+1(2) : (Sl,nfl(z) : ‘/l,n(z) 7T1,n(z) : SO,nfl(Z) : Z) - Z/)n(Z) : (Sl,nfl(z) 'Tl,n+l(z) : ¢n)71(0) “z

+51,n71(2’) . Vl,n+1(2) - SO,nfl(Z) . Tl,n+1(z) 27— SO,n—l(Z) . Vl,n+1(2’) . ¢,11),1(0) . Z)
o 1(2) - (Tin(2) - Tinga(2) - 611 (0) - 22+ Tin(2) - Vipga(2) - 2

Vin(2)  Tina(2) - 22 = Vin(2) - Vigsa (2) - 611 (0) - 2)
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Die folgenden zwei Abschnitte werden ohne Beweise aufgefiihrt.

3 Der positiv definite Fall

Sei nun u positiv definit. Dann gilt nach Theorem 2.1:

A+ K"D(a,a)

<, > positiv definit <
A+ K5 (a,a)

>0Vn>1

Die von dem normalisierten Lebesgue-Mass induzierte Funktion u(z") = 6,0 Vn € Z erfiillt
diese Eigenschaft. Mit Theorem 2.1 gilt fiir die neuen orthogonalen Polynome:

() = 7 nea 3G @) o 6ened 3G w
Fn - - -

A+l 6 A+(n—1)-n-(2-n—1)

n—1 . i
6-n ). i
— ZVL . n . (n -77). z
eA+(n—1)-n-(2-n—1) Z a

=1

<.

Seien im Folgenden E,, =< 1,,(2), ¥n(2) > und {pn(2) }nen bzw. {U,(2)} e die OPS?
beziiglich u bzw. <, >.
3.1 Theorem

en )3 O 0,1 .
Lo @) = ()7 (0(2) = 588 — - K2 (2, 0));

1 ! (a 0,1
2. @u() = (£2)* - (oule) - 57580 — - KO(z,0)

3 w1 _ e
B A (a,0)
1B — Bl @ _ _enleh@P
. n — En =

AMETD@a)  AE Y (aa)
(1 )
5. W (a)] = ——mon
MK, (a,a)

2orthogonal polynomial sequence: System orthogonaler Polynome
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4 Asymptotische Eigenschaften orthonormaler
Polynome

Ist u positiv definit, so existiert ein endliches, positives Borelmass p auf dem Einheitskreis
T, so dass gilt: (siche Literatur [4])

1 _
u(P)-Q() = [ Pe)- QG
z T
Sei dv(z) = |z — al?dy, {¢n(2;v)}new das OPS? beziiglich v und {K,,(z,y;v) }nen das
korrespondierende System der Kerne. Es gilt: (siche Literatur [3])

1.

=a)-pustein) = () ((e) - 20 (e,

1 _1
wobei (K}’g;(la(‘;;l)) * auch als (1 + K‘f:f?{l‘;) * geschrieben werden kann.

(z=a) - (y—a) - Knoa(z.5:0) = Kulz,9) = Ku(y,0) - (Ka(a,)) " - Ka(z = a)

4.1 Theorem

Gelte fiir das Mass o1 {¢,,(0)} — 0. Dann folgt: lim,, ., % =

4.2 Korollar
Gelte fiir das Mass p1 {¢,(0)} — 0 und sei A > 0. Dann gilt:

1. lim,, o g—’; =1
2. limy, oo ¥, (a) - ¢l (a) =0
3. limy, oo ¥, (a) =0

4. limyoo(E, — €,) =0

4.3 Theorem
Gelte fiir das Mass 1 {¢,(0)} — 0 und sei A > 0. Dann gilt:

lim a(2)
n—00 (Vp (Z)

=1 gleichmaBig fir |z] >r > 1



