Zusammenfassung zu Stochastik [

Sara Adams

11. Juli 2004

Diese Zusammenfassung basiert auf der Vorlesung
Stochastik I
gehalten im Wintersemester 2003/04
von Prof. Dr. Ludger Overbeck
an der Justus-Liebig Universitit Gieflen

Sara Adams Zusammenfassung zu Stochastik I - WS 2003/04 2

Inhaltsverzeichnis
1 Stochastik 3
1.1 Zufallsvariablen . . . . . . .. .. L 3
1.2 Dieo-Algebra . . . . . .. . . 3
1.3 Verteilung von Zufallsvariablen . . . ... ... ... ... ... ... ..... 3
1.4 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung . . . . . . ... ... ... ... ..... 4
1.5 Laplace-Modelle . . . . . . .. . ... . . 5
1.6 Random Walks . . . ... ... ... . . .. . .. 5
1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . . . ... ... . o000 6
1.8 Markovketten . . . . . . . .. ... 6
1.9 Stochastische Unabhéngigkeit . . . . .. .. ... .. ... .. ... ...... 7
1.10 Faltung von Verteilungen . . . . . . . . . . . .. ... 7
1.11 Verteilungsfunktion und Quantile . . . . . .. .. .. ... ... .. ... .. 7
1.12 Integration und Momente . . . . ... ... ... .. ... 0 L 8
1.13 Laplace- und Fourier-Transformierte . . . . ... ... ... ... ... .... 10
1.14 Spezielle Verteilungen . . . . . . ... ... ... o 10
1.14.1 Binomialverteilung . . . . .. . ... ... ... 0oL 10
1.14.2 Poissonverteilung . . . . . .. . ... .. oL 10
1.14.3 Gleichverteilung . . . . . . .. ... L oo 11
1.14.4 Normalverteilung . . . . . .. . .. .. ... ... 11
1.14.5 Lognormalverteilung . . . .. . ... ... ... ... .. ... ... .. 11
1.14.6 Exponentialverteilung . . . . ... . ... ... ... ... . ... .. 11
1.14.7 Gammaverteilung . . . . . ... ... L Lo 12
1.14.8 Cauchyverteilung . . . . . ... . ... ... L 12
1.14.9 Multinomialverteilung . . . . . ... ... .. ... 000 12
1.15 Die Schiefe . . . . . . . . . 12
2 Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie 13
2.1 Summen unabhingigker Zufallsvariablen . . . . . ... ... ... . ...... 13
2.2 Zentraler Grenzwertsatz . . . . . ... ... e 13
2.3 Starkes Gesetz der Groflen Zahlen . . . . . . . ... ..o oL L 14
2.4  Empirische Verteilungen . . . .. ... ... oo 000 14
2.5 Der Poisson-Proze . . . . ... ... ... . . 14
3 Statistische Methoden 15
3.1 Maximum-Likelihood-Verfahren . . . . . .. ... ... ... ... . ...... 15
3.2 Grundbegriffe der Testtheorie . . .. ... ... ... ... ... . ...... 16
3.3 Neymann-Pearson-Tests fiir die Normalverteilung . . . .. .. ... ... ... 16



Sara Adams Zusammenfassung zu Stochastik I - WS 2003/04 3

1 Stochastik

1.1 Zufallsvariablen

Definitionen
e Zustandsraum Q = {w : w € Q} Raum der moglichen Zustinde
e Zufallsvariable X : (Q,A) — (M, B)
e Urbildmenge unter B: X (B) = {w € Q: X(w) € B}

1.2 Die o-Algebra
Definitionen

e Ein System A C von Ereignissen heifit Algebra, falls gilt:

-QeA
—AeA=4A%c A
- A, ApeAd=UL Aie A

e Algebra A o-Algebra < [4;, € A= |2, 4; € A] (o-Additivitit)
e 0(X)={X"YB): B CR} die von X erzeugte o-Algebra

Eigenschaften
e A={A=X"1(B)|BCR}
- AeA=>A%c A
- A, A e A= N4 e A
e XY Zufallsvariablen = o(X) C 0(X,Y)

1.3 Verteilung von Zufallsvariablen
Definitionen

e Verteilung von X in M : @ : B — [0,1]

e Verteilung von X in Q: P: Q —[0,1]

e BixBy ={(z,y) € R? : x € B,y € By}

e gemeinsame Verteilung von X,Y : Q(x.y)[BixBsy] = P[{w € Q: X(w) € B;,Y(w) €
BQ}]

e Dirac-Verteilung 0,(A) =1 fiir z € A4,6,(A) =0firz ¢ A

e X Bernoulli-Variable :X (w) € {0,1}, Erfolgswahrscheinlichkeit p = Q[{1}] =
PllweQ: X(w) =1}, Q0} =1~-p
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e () Bernoulli-Verteilung & Q =p- 6+ (1 —p)- &
e diskrete Verteilung Q < p; = Q[{a;}| = P{w € Q: X(w) = a;}],Q = Y2, 1i * 6u;

e Laplace-Modell: M = {a1,..,a;},p; = = Q[B] = %

Eigenschaften
e Q[B]=P[X € B|=P[A4], A= X "1(B)
ezcR
- 6:[R) =1, 6,(0)=0
— 6(B1UBy) = 8,(B1) + 6,(Bs2), N\B; =0
= 0(UZ) = 2XE10(Bi), BiN By = 0V i # j
— Die Bernoulli-Verteilung ist normiert und o-additiv
1.4 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
Definition

e M Messraum, B C P(M) o-Algebra. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine
auf B definierte Funktion mit:

- QM =1
- Q[B]>0VBeB
- QUE Bl =35, QB BinB;j =0

Eigenschaften
e Q[B°|=1-Q[B|VBeB
e Q=0
e QU™ Bl=S", QB BiNB;=0i#jij=1,.,m
* Q[B\Bi| = Q[Bz] - Q[B1] B1 € By
* Q[B1U By| + Q[B1 N By = Q[B1] + Q[By]
e allgemeine Additionsformel

QlUasl= > n"'el) s

i=1 0ATC{1,..,n} jeT

¢ |Q[Bi] - Q[Bo]| < |Q[BIAB2] [BiAB, = (B N BY) U (By N BY)]
o Subadditivitét: fiir nichtdisjunkte B; gilt:

Q[U b < ZQM
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e o-Stetigkeit

B,B; € B, B, 1 B (B; C Biy1, B=|JB:) = Q|B,] 1 Q[B] fiir n — 00
B,B; € B, B, | B (B; > Bi1,B=(B:) = QIB,] | Q[B] fiir n — oo

1.5 Laplace-Modelle
Grundlagen
o M = {(ir,..,in)|i; € Mo,j =1,..,n} = Mg, |M|=|M|"
o M ={(ir,.,in)lij € Mj,j =1,..,n} = Mg, |M|=][L, |M

o M = {(ir,..,in)|i; € My,i; # iy fiir j # k} Permutation, |M| = n!

Modelle

e Geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen
M| = {(z1, .., k) : ; # xk,1 < z; <n}| = (nﬁi'k),
o Geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen
|M| = n*
e Ungeordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen
M| = |{{z1,...,xk} C {1,..,n}}| = (}) Binomialkoeffizient C}
e Ungeordnete Stichprobe mit Zuriicklegen
|M‘ _ K];L _ (n+llcc—1)
e Mulitnomialkoeffizient
Es gibt %~ = ( " ) Moglichkeiten n Objekte auf m Gruppen mit jeweils k; in

Bl k! -
Gruppe i aufzuteilen, wobei Y ", k; = n.

1.6 Random Walks
Definition

o Random Walk mit Startwert a: S; = a + Y ;_, X;, PIX; = 1] = P[X; = —1] = }

Eigenschaften
e Nach n Schritten gibt es 2" verschiedene Pfade.
e Es gibt (#) Pfade von (0, a) nach (n,b).
ez, yc N =
— P[{maz1<i<nSi > ©, Sy > x + y}| = P[{mazi<i<nS; > 2, S, <z — y}]

— P[{mazi<i<nS; > z, S > = + y}| = P[{maz1<i<nS; > z, Sn < = — y}]
— 2 € N = Plmazi<;<,S; > | =2+ P[S, > z] + P[S, = 1]
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- P[Sl 7607527&07"752n 7é0] :P[S2n :0]
— Ballot Theorem: z < n € N = 3! £(,%,) Pfade von (0,0) nach (n,z), die immer
2
positiv sind.

1.7 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definitionen

e Seien X,Y Zufallsvaribalen auf [Q2, A, P) nach (M, B). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
(auf B mit A, B € B)

B _ P[X € B,Y € 4]
heit bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben Y € A
e Fiir C,D € A und P[C] > 0 ist mit

PIDNC]

43D PIDIC] = —pee

ein neues Wahrscheinlichkeitsma8 auf (€, .4) definiert.
Eigenschaften

e P[N, A;] = P[A{]: P[As]Aq] .- P[An|A; N ..N A, 4]

e Regel von der totalen Wahrscheinlichkeit
JAi =9 4:n4;=0,PlA] >0 = P[B| =) P[B|A]-PA|VBeB
i=1 i=1

e Bayessche Regel

P[4;]- P[B|Aj]
>y P[A)] - P[BIAj]

JA4i =9 4:n4; =0, P[A] > 0,P[B] > 0= P[A;|B] =

i=1
1.8 Markovketten

Definitionen

e Die Folge (S,), von Zufallsvariblen auf (2, A, P) hat die Markoveigenschaft, falls Vn
gilt:
P[Sn € A‘Sl = I, ..,Snfl = 11',‘",1] = P[Sn S A‘S",1 = .737171]

mit z; € M;, A € B, M; diskrete Mengen.
e (S,)n heiBt Markovkette, falls (S,), die Markoveigenschaft erfiillt.

e Eine Folge (S,), von Zufallsvariablen mit Werten in {a1, .., am}, die markovsch ist, heifit
Markovkette mit Ubergangsmatrix I = (p(¢, j))1<ij<n, falls P[S, = a;[Sh_1 =
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Eigenschaften

e Eine Markovkette mit Ubergangsmatrix IT hat zur Zeit n die Verteilung P" = (Pr.Pp), 0} =

P[S, = j] mit Pn = P°II", P° Anfangsverteilung.

1.9 Stochastische Unabhingigkeit

Definitionen
e Die Ereignisse A;,..,4, € A in (Q, A, P) sind stochastisch unabhingig, falls fiir
jedes T C {1, ..,n} gilt:
Pl Al=]] P4
€T €T
e Die Zufallsvariblen Xi,.., Xn sind stochastisch unabhéingig, falls VB; € B gilt:

P[X; € B;,1<i<n]=]]P[Xi € B

i=1

e X;,..,Xn mit gleicher Verteilung = X, identisch verteilt. X; unabhingig = X,
unabhiingig identisch verteilt (i.i.d)
Eigenschaften
e X, unabhingig mit Werten in M;,T; : M; — M] mefibare Transformationen = Y; =
T;(X;) unabhingig
1.10 Faltung von Verteilungen
Eigenschaften

e Seien X7, X stochastisch unabhéingig mit diskreten Verteilungen QXj = ZZ lpl )5 o)
Dann gilt:

~ P[S=a]=3Y%,p p;()),j( i) = Index k mit a{”) = & — a{"), falls existent, sonst
Q0 Poo = 0.

~ PIS <o) =37, Qx({a"}) - Fxy(x — af”) mit Fx,(y) = P[X2 < 4]
e Seien X, X, stochastisch unabhiingig mit Dichten fi, f2. Dann besitzt X; + X5 die
Dichte fx,yx,(u f fa(@) fi(u — v)dv = fi * fo(u)

1.11  Verteilungsfunktion und Quantile
Definitionen
o Verteilungsfunktion: F': R — [0,1], F(z) = P[X < z] = Q[(~00, z)]
e X diskret auf {a;}icny C R, P[X € {ai}ien] =1 = F(z) =3, <, PIX = a/]

e X mit Dichte f = F(z) = [*_f(y)dy, F stetig
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e F streng monoton wachsend = F'~!(u) u-Quantil von X, F'(F " (u)) = u
e Quantilsfunktion £ '(u) = inf{z|F(z) > u},0<u <1

e Median F!(3), unteres Quantil F~!(;), oberes Quantil #7*(3)

Eigenschaften
o 1y <z = F(z,) < F(zy)
o [ ist rechtsseitig stetig und besitzt linksseitige Limiten F'(z—) = limy, F'(y)
o limy oo F'(2) =1, lim,, o F(2) =0

© Q=37 pibu, i < aip1,g ¢ [0,1] = Ryg(u) = ay falls 0 pi < w < 30, pi, U ~
U(o,1) = X =g(I) ~Q

e X ~ @Q, F streng monoton steigend, U ~ U([0,1]) = X = F'(U) ~ Q
e UnU(0,1) = X = FI(U) ~ F

o Y =0X+p,0>0=Fu)=F, (u)+p

1.12 Integration und Momente
Definitionen
e [gdP = [ g(w)P[dw] = sup{[ edPle < g, e elementar}
e X mit diskreter Verteilung Q = >~° p;da;, T’ Funktion auf M = {a, as, ..} = Th(a) =
i1 1(ai) 1y (a) — [ TdQ(n — oo)
e Q mit Dichte f = Q[B] = [15dQ = [, f(y)dy = [1s(y)f(v)dy I ‘")13(,.) 1
T(n — o)
e m-tes Moment von X E[X™] = [T™dQ = [ X™(w)Pldw] = [ 2™Qdw]

e Erwartungswert F[X], Varianz var(X) = 0?(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?,
Standardabweichung o(X) = 1/0?%(X)

o« X,V i (QAP) = (MB),UZ A =M= [T(Y)dP = ¥, [, T(Y)dP,P|X €
Al> 0= E[T(YV)X € A] = 2 X%\ elwert von T(Y). falls X nach A, fallt

P[XcA;]

= E[I(Y)] = 1L, E[T(Y)|X € A - P[X € Al

o X diskret, 4; = {2}, X ~ D72, pibs;, = Regressionsfunktion von 1'(Y) m(z;) =
EIT(YV)|X = 2

e Fehler/Rauschen € : Y = m(X) + (Y — m(X)) = m(X) + € (Unterschied zwischen
erwartetem Output und tatséichlichem Output)

e Vorhersageregel g(X) = E[(Y — g(X))] = [(Y — g(X))*dP mittlerer quadratischer
Fehler
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o E[X?,E[Y?] <00 =< X,Y >= E[XY] = [ X - YdP = [ 2yQ[dxdy]

e X Zufallsvariable auf [0, 1], E[X]| = p =0 < Var(X) < p(l —p) < i

Eigenschaften

o BE[X]=[%_z- f(z)dz

e Transformationssatz7 : R — R,Y =T(X) = E[Y] = [ Y (w)Pldw] = [ T(X (w))Pldw] =
J T (y)Qx[dy]

o« X : (LAP) » (RB),T : (RB) - (RB) = E[I(X)] = [T(X(w))Pldw] =
J T(y)Qxldy],Qx[B] = P|X € B], insb. [T(y)Qxdy] = [ iddQ,

e Linearitit: E[X;], E[Xs] < co= Ela- X1 +b-Xo+c] =a- E[X1]+b: E[X,]
e Monotonie: X; < Xy = E[X;] < E[X]

e X,Y unabhiingig, F[X] = E[Y] =0 = E[(X +Y)3] = E[X?] + E[Y?]

e E[X?] < 0o = E[Y] = E[m(X)], E[m(X) €] =0

e Die optimale Vorhersageregel ist g = m

o [Ty \Q dy] < o0
= f] =y lfB, y)Qldy], Uz, = B, B; pw. disjunkt;
BiiﬂéfBdeQAO(z—)oo)

e X > 0 mit Verteilungsfunktion F' = E[X]| = [*(1 — F(z))dz

e E[X?] < 00 = Var(aX +b) = a®Var(X),Var(X) > 0,Var(X) < E[X?]
e X,Y unabhingig = E[XY] = E[X]: E[Y]

e S, =", X, unabhiingig, = Var(S,) = > i, Var(X;)

o Tschebyscheff-Ungleichung P[|X — E[X]| < €| < V%ZSX) = 2X)

e Markov-Ungleichung P[|X| > €] < w Ve>0

e 30-Regel P[|X — E[X]| > 30] <

o —<X+Y Z>=<X,Z>+<Y,Z><X)Y>=<Y, X>
- <X, X>=[X%P>0,<aX,Y >=a<X,Y >

- ([XYdP)? =< X,Y ><< X, X > - <Y,Y >= [X%p- [Y?dP Cauchy-
Schwarz-Ungleichung
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1.13 Laplace- und Fourier-Transformierte
Definitionen
e Laplace-Transformierte: s — Lx(s) = E[e®]

o Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion (WEF): P[X = j] = p;, 372 p; =1 = f(s) =
Ezo:o Skplm s € [07 1} = Pk = %f(k) (0)

e Charakteristische Funktion/Fourier-Transformierte:
C(s) = Cx(s) = Ele"X] = E|cos(sX)] + iE[sin(sX)]

Eigenschaften

e Y =0X+pu= Ly(s) =e*Lx(os)

e Ly in einer Umgebung von 0 diffbar = L'y (0) = E[X]

o E[|X[)] <oo=>CP(s) =1 [, "X XPdP =¥ [, e*VyPQ,[dy]

(i) [ XLdP + [ CoE2 [0 (2) — CP)(0)]da

o E[|IX[2] < 00 = C(s) = o

] 0

o E[|X] < 0o = C(s) = 1+is [ XdP—% [ X2dP+Ry(s), R2(s) < % supocac [ |65X —
1|X2dP

e 5> 0= VY6Je > 0: Ry(s) < L(E[X?] +2f{\x\>e} 2dp

o X ~ —X = (Cx reellwertig

e Eindeutigkeitssatz: X,Y reelwertig = Cx = Cy © Qx = Qy

infty —zuxc ( )

271 -0

e Inversionsformel: Cx integrierbar = X hat Dichte f, f(z) =

1.14 Spezielle Verteilungen
1.14.1 Binomialverteilung

e Die Summe von n unabhingigen Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter p
hat die Verteilung P[S,] = (})p* - (1 — p)»*. Sie heift Binomialverteilung S, ~
B(n,p)

o X ~ B{n,p) = EIX] = np, Var(X) = np(1 — p)
e X ~ B(n,p),Y ~ (m,p) = (X +Y) ~ B(n + m,p)
e X ~ B(n,p) = Cx(2) = (*p+1—p)"

1.14.2 Poissonverteilung

e X poissonverteilt mit Parameter p > 0 (X ~ P(p)) :
PJX =k =% enk=0,1,.

o X ~P(u)= E[X]=Var(X) = p
o wef(X) = E[2*] = etlz—1)
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1.14.3 Gleichverteilung

o X gleichverteilt auf [a,b] (X ~ U([a,d])), falls Dichte f(z) = ;% fir a < z < b und
f(z) =0 sonst

e X gleichverteilt auf [0,1]: 0 <y; <y < 1= Py < X <yl =y — 01

o« X ~U([0,1]) = EX] = ,Var(X) = 4

1.14.4 Normalverteilung

1
V2mro?

¢ X normalverteilt mit Parametern y, 0? (X ~ N(u,o0?)), falls Dichte f, 2 (z) =
eap(—55), p € R0? >0

e X ~ N(p,0%) = P[X <z]= ‘/ﬁ I ezp(f%)dt
e ¢(x) = fo1(x) Dichte der Standardnormalverteilung

)
° <I>(a:) =1- @(*I)

o O ffm ¢(z)dz Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

RS

® Xi, X, unabhéngig, X; ~ N(u,0%) = Xi + Xz ~ N(p1 + pa, 07 + 03)
e X ~ N(p,0?) = E[X] = p,Var(X) = o?

2

e X ~N(0,1) = Cx(s) =€ =
1.14.5 Lognormalverteilung

e X lognormalverteilt (X ~ N(u,0?)) =Y = Ezp(X)

o PIY <y] =Y eap(— ")z

202

° f(2)= \/2;763:;0(—%) fiir 2 > 0

o B[X]=exp(p+%),Var(X) = (¢ — 1)exp(2u + 0?)

1.14.6 Exponentialverteilung

¢ X exponentialverteilt mit Intensititsrate A (X ~ Ezp(})), falls fy(z) = A e fiir
x>0, fi(z) =0 sonst

o Verteilungsfunktion F(z) = P[X < z] =1 —¢e™*
e Survivalfunktion S)(z) = P[X > z] = e™*®

Ia(z)
Sx(x)

o Gedichtnislosigkeit: z,y > 0= P[X >z +y|X > z] = P[X > y]

o Hazardfunktion
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e X, ~ Exp()\) i =1,.,n unabhingig = M, = min]_, X; ~ Exp(}_ ;| )
e X ~ Exzp(\) = E[X]=X""Var(X)=X2

° F’l(u) — _ln(l)‘—u)

1.14.7 Gammaverteilung

e X gammaverteilt(X ~ I'(n, ) : fay)(z) = (HEI)EA”z"’Ie’)‘” firz >0

e Gammafunktion ['(a) = [° 2 e %dz,a > 0
e X ~T(nA),Y ~T'(m,A)= (X+Y)~T(n+m,A)
o X ~T(a,\),0,A> 0= flan(z) = ﬁ)\“x“_le‘)‘”

o E[X]=1. F(r’g)l

e [(a+1)=tr®),[(}) =vr
eneN=TI(n)=(n-1)

o X ~T(a,\) = E[e*X] = ﬁ

1.14.8 Cauchyverteilung

e X cauchyverteilt: f(z) = #@, b>0
b

1.14.9 Multinomialverteilung

e Zufallsvektor Y = (Y1,..,Y™) multinomialverteilt zu den Parametern n und 7’ =
(P15 -5 Pm)s (Y ~ Mult(n, p) & P[Yl =ky, Y™ =k = (kl:-’-!-,km) H:nzl p:'cia Zlmzl k; =
n, Z:’llpz = 17pi S [07 1]7k1 S ]NO

1.15 Die Schiefe

Definition

e Schiefe: X Zufallsvariable, u = E[X],0% = Var(X) = n = E[(X£)?]

4

Eigenschaften

o«n= E[Xa]—BE[XLl;‘[XQ]JrZE[X]a

e a>0=n(aX+0b)=nX)

o Su=Y0 Xi, Xy iid, B[X,] = 0,= 5(S,) = 151

[ ) Sn ~ B(n,p) = T](Sn) = ‘/%
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2 Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Summen unabhingigker Zufallsvariablen
Definitionen
o X;iid = 5,(w) = %Z?:l Ti = %Z?:l Xi(w)

e Eine Folge von Zufallsvariablen (7;); konvergiert gegen T in Wahrscheinlichkeit/P-
stochastisch, falls Ve > 0: P[|T,, — T'| > €] = 0(n — o0)

e Konvergenz in L, : E[1?] < oo, ||T}, — T||2 = oco(n — 00)

Sitze

e Bienaymé: Xi, .., X,, unabhiingig, E[X?] < co = Var(} L, X;) =Y 1, Var(X,)

o ||S, — E[X\]||2 = \/Var(S, — E[X)) = 0(n — o)

e Schwaches Gesetz der Grofien Zahl: X; iid, F[X?] < co = P[{w : |S, — E[X1]| > €}] —
0(n — o0)

e (X;) unabhingig, S, = Y1, X; = Cs,(s) = [[}-, Cx; ()

2.2 Zentraler Grenzwertsatz
Definitionen
e Lindeberg-Bedingung: Ve > 0 :
n ) 2
_ Yt Jux, s ey on (Ko — EIXG))?dP

Ly(e) -
" Zj*l ‘7]2'

— 0(n — o0)

e Feller'sche Bedingung:
lim Ma21<5<n0 (X;)

n =0
n—00 G(Zizl Xl)

Sitze

o Xi~ Ny o0?) = =280 N, 1)

o
o Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS):

(X;); Folge unabhiingiger Zufallsvariablen, Var(X;) = o7 < oo, gelte die Lindeberg-
Bedingung

=Vz € R:limP|

> i=1(X; — E[X)]) < o] = B(a) = /""f‘y 1 ey

\% Zinzl 012 —oc V2T
(Xi); iid, p = B[X;, 0% = Var(X,)

= L(e) = (X, — E[X1])%dP — 0(n — o0)

072/
{ X1-E[X1]|>eVno?}
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2.3 Starkes Gesetz der Groflen Zahlen
Definition

Ap={weQ: 8, (w) - E[Xi]>¢
Ao = {w € @ : w € Apfiir unendlich vielen} = ﬂ U An

m>1n>m

Eigenschaften

e Starkes Gesetz der GroBen Zahlen: (X;); Folge von iid Zufallsvariablen, E[X,] < o0, Qo =
{w e Q:lim, o Sp(w) = E[X;]} = P[] =1 (S, konvergiert (P)-fast sicher gegen
E[Xq])

e Borel-Cantelli: A; beliebige Ereignisse, Y oo ; P[A,] < co = P[A,] =0
e Jensen’sche Ungleichungen: T" konkav = T'(E[Y]) > E[T(Y)],T konvex = T(E[Y]) <
ET(Y)]
2.4 Empirische Verteilungen
Definitionen

e Stichprobe (X1,..,z,) = Qn(B) = £ 3°,_ nlp(z;) Relative Hiufigkeit des Eintretens
von B

o Qn(w) =>1, L6x,) Empirische Verteilung zu X;(w), .., Xp(w), ; = X;(w)

Eigenschaften
o Xi,., X, iid =

— E[Q.(B)] = Q(B)

— Var(Qn(B)) = Q(B)(1-Q(B))

- limn%oc Qn(B) = Q(B)

- P[i‘/(";((%)‘((f?&gﬁ)) <z ®(z)= \/% I e Tdy(n — o) Yz € R
o Glivenko-Cantelli: F;, emp. Verteilungsfunktion zu iid Xi,.., X,,, X; ~ F

= D, = supycr|Fn(z) — F(z)] = 0 P—fs
2.5 Der Poisson-Prozef
Definitionen

e Poissonprozefl mit Intensitét A :
N = (N®))0, N(t) = sup{n: S, <t},S, =Y, X;, X; ~ Ezp()) iid
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Eigenschaften
e n € N:P[N(t)?n] = M2 (~ P(ME))

t10: P[N(t) > 2] = 0(t), P[N(t) = 1] = A +0(t), P[N(t) = 0] = 1 — At +0(t)
e P[S, <t,Sp >t+s]=eMe (,\gn

e Sy(y+k — t hat die gleiche Verteilung wie S, insb. (Syy4x —t) ~ Exp(X)
o t,u>0= N(t—u)— N(t) ~ N(u)

3 Statistische Methoden

3.1 Maximum-Likelihood-Verfahren
Definition
e Likelihood-Funktion L, (0)(z1,..,z,):
— diskret: L, = [T, p(6, z;)
— mit Dichte: L, =]}, f(0,z;)
e Maximum-Likelihood-Estimator (MLE): MLE=argmazscgLn(0)
e Kullback-Leiber-Information:
— diskret: K(6,,0) = >.:°, p(a;, 6p) ln( (a; 6“)))
f
= I, hol@)inbeBds

e 0, stark konsistent < 6, — 6y(n — 00) Py,-fs

— mit Dichten: K (g, A)

o relativer Likelihood-Quotient R,(0) = 147}

e Likelihood-Bereich I = {6 : R,(0) > 1 — a}

ain(f o Xl)) dt"(f(aosxl))]
dby,

o Ijk (90) Elhetau [

e Fischersche Informationsmatrix I(6,) = (Ijk(ﬂg))jkg{l

e}
* Chi-Quadrat-Statistik (x*Statistik: 37", n{222"
Eigenschaften
o Ve @606 : K60 >0
e H={6,.,0,} = 6, stark konsistener Schitzer
o 1= {0 € ®: tn(La(6)) > In(L(6,))+In(1-0)} = {6 € @: 6-0,7(Ltn(L(6)) ) 0~

60,) >In(l—a)} mitde®

Sara Adams Zusammenfassung zu Stochastik I - WS 2003/04 16

o Iy~ {0 € @: (0= 0.)T1(0)(0 — 0, < —2In(1 — a)}
o [(0.9) = Sigeap(— k(e — 0)) = 1(6) =
o VOE®O+0: K(b,0) >0

o in(p(0,)) = S Yiln(p) + Y™in(1 — Y0 p) = Lu(0) = E[XS"] = L fix

J#k La(0) = &+ 55 fiir j =k = o = {(p1, -pm) : S0y n®5EE < —2n(1 - a)} (b
relative Haufigkeit) (Y ~ Mult(n,p))

21 (Normalvert. mit bekannter Varianz)

3.2 Grundbegriffe der Testtheorie
e Hy, Hypothese, H; Gegenhypothese
e f, Fehler 1. Art: H, ist richtig, wird aber verworfen
e f, Fehler 2. Art: H, ist richtig, wird aber verworfen

e Entscheidungsregel des Standard-Signifikanztests: 3 K C M" : Verwerfe Hy <
X € K, K kritischer Bereich

e o Signifikanzniveau: 0 < a < l,Pg[)Z eEK|<aVle@
e 3(0) Giitefunktion des Tests: 5(6) = B[X € K]
e Signifikanztest zum Niveau o : supgeg,S(0) < a

. Pg[)z eEK|<aVle@h & sup‘;E@oPg[)Z € K| = supgeg,B(0) < a

3.3 Neymann-Pearson-Tests fiir die Normalverteilung
Definitionen

o t: M™ — {0,1} Test: t(X) = 1 < Lehne Hg ab (t(X) = 0 < Nehme H, an)

o o= {t: M" = {0, 1}, P[t(X) = 1] < a} Menge aller Tests mt Fehler 1. Art < «

e B(a,b) Betafunktion: B(a,b) = [} t* ! )b lde

Eigenschaften

e Fundamentalsatz von Neymann-Pearson: k > 0, My = {X: (X)) > k-fo(X)}, M

(X AX) 2 k- fo(X)}:

~Vae 0,1 3k: [y, fol@)dE <a< [y fo(@)dz
— [to(@) - fo(& dxfatg()flfurxeMk,tg() 0 fir # ¢ M, =
[ (@) - f1(Z dx—supbgmft fi(@)dz

o Ny, Ny idd N(0,1), x5 = 320, NP = fia(a) = %;(Q)‘x%ﬂ
0, fyz(x) =0 fir z <0 (Chl Quadrat-Dichte mit n Frélheitsgraden)

cexp(—3) fir z >

o B(a,b) = J@T®



