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1 Teilbarkeit ganzer Zahlen Siitze

Teilbarkeit e Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie: Jede natiirliche Zahl n > 1 ldsst sich
bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.

1.1

Definitionen .
® ay,...,as € Z,p Primzahl, pla; - ... - a; = Ti: pla;
o t,z€Z,t #0Dann: t|z: Tz €Z: te =z (t Teiler von 2, z Vielfaches von t)
e Es gibt unendlich viele Primzahlen.
e ¢ gemeinsamer Teiler von a,b € Z :& tla At|b

e ti,...,t, paarweise teilerfremd, a € N, t;la Vi = ¢, ... t,]a
e tggTvona,beZ,a#0Vb#0&t=(ab): tlant]b,As>t: slanslb
e v gemeinsames Vielfaches von a,b € Z\{0} :& a|v A blv 1.3 Vollkommene Zahlen
Definitionen

e vkgV von a,b € Z\{0} & v=a,b] :& ajv Ablv, 2w <v: alw A blw
eneN: o(n):=> N54,d
Sitze
e n € N vollkommen :< o(n) =2n
L] t,tl,tz,a,b EL
e Mersenne-Zahlen: M, :=2" —1 firn € N
— tla, tb= t|(a+b)

— tla = tlab Siitze
- tl\a, tg‘b:> t1t2|ab

s p?i+l—1

e N> n=[][,_,p p; versch. Primzahlen = o(n) =[]}, R

L . . - | 0. B
e Division mit Rest: a,t € Z,t > 1= NbrecZ: a=bt+r, 0<r<t-—1 e nmeN: (n,m)=1= o(nm) = o(n)o(m)

© rury Tyt €Nyry =t 1y = (11 72) = (r2,73) e n € 2N vollkommen < n = 2P~ (2P — 1), M, Mersenne’sche Primzahlen

e FEuklidischer Algorithmus: Zuriickfiihren des ggT auf kleinere Zahlen mit Abbruchkri-

terium “Division liefert Rest 0” 2 Kongruenzen

e a,beZ\{0} = Jz,y € Z: ax+by = (a,b) 91 Modulo-Rech
. odulo-nvecnnen

e a,b € Z\{0} : t € Z Teiler von a,b & t|(a,b) Defi
efinitionen

e a,beN: (a,b)-[a,b =ab
e o kongruent b modulo n < a=bmod n:& nla—1b

VA : i ielfach
e a,b € Z\{0} : w gemeinsames Vielfaches von a,b < [a,b]|w « G={b: b=a(n)} Restklasse modulo n

1.2 Primzahlen e Z, :={0,...,n— 1} Menge aller Restklassen

Definitionen e M ={my,...,my} C N vollstindiges Restsystem modulo n & Z, = {my,...,m,}
e p € N Primzahl :< 1 und p sind die einzigen Teiler von p in IN eaG+tb:=a+b @-b:=a-b = Z, Ring
e a,b € Z\{0} teilerfremd 1 (a,b) =1 e 7* ={a:3b: ab= 1} Einheitengruppe von Z,

e p Fermatsche Primzahl :& p=2"+1 e @ € 7} prime Restklasse modulo n
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Sitze

2.2

2.3

24

2.5

= ist eine Aquivalenzrelation
a=ad modn,b=b modn= a+b=d+V modn, ab=da't/ modn

7.}, ist multiplikative Gruppe.

Der chinesische Restsatz

Chinesischer Restsatz: ry,...,7, € Z,my,...,my € N pw. teilerfremd, m; > 1 = das
System z = r; mod m; 1< i <k hat Losung in Z, eindeutig modulo m; - ... - my
Kiirzungsregel Fiir m € N, a,b,c € Z gilt: ac = bc (m) & a=b mod ﬁ

az =b mod n lésbar < (a,n)|b

az =b mod n lésbar = I genau (a,n) verschiedene Losungen modulo n

Die Eulersche p-Funktion
Eulersche g-Funktion: ¢(1) =1, ¢(n) = |Z}| fir n > 2
@ prime Restklasse modulo n & (a,n) =1
m,n €N, (m,n)=1: ¢(m-n)=p(m)-egn)
n =1, pf, pi € Ppw.versch., e; € N = o¢(n) =, pf (1 —1) =n-T[,(1 )

nEN: Yy, 0ld)=n

Wilson, Fermat und Euler
Wilson: n € IN Primzahl < (n—1)!' = -1 mod n
Euler: a,n € N, (a,n) =1= a*™ =1 mod n
kleiner Satz von Fermat: pc P = a?=a modp Va€Z
meN, Ja€Z:am#a modm= a¢P

Carmichael-Zahlen: Zahlen m € N\P: a™ =a mod m Va € Z
Beispiele: 561 =3+ 1117, 1729 = 71319, Fi3 = 22° +1

peP, 1<j<p—1= p|()

Restklassenring als direkte Summe

Sei G eine multiplikativ geschriebene, endliche Gruppe.
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Vorbemerkungen

n Ordnung von g € G:& neN: g"=1,[meN, g"=1= m >n]
G endliche, abelsche Gruppe: e Exponent von G :& e =maz{Ord(g): g € G}

— e Exponent von G = ¢g¢=1 VYge G
— d Ordnung von g € G = dle

einige Eigenschaften

- glfl=1 Vvged@d

—Ord(g)=c¢,n€Z: g"=1%& cn

— Ord(g) =n= Ord(¢y°) = @m

~ Ord(g) =n= [g' =g’ & nli—j]

— Ord(g)=n= g l=g""1

— Ord(g) =n, djn = in < g > gibt es genau ¢(d) Elemente der Ordnung d

(5’17 ---795) ' (hly e hs) = (!hhly ---;gshs)

Ry, ..., Rs Ringe = R; X ... X R; Ring durch:

(F1y s 73) (e ) 1= (1 Ty g +70)

(11, s 7s) - (11, ---7T;) = (Tl"'lla s TsTy)

Sitze

n=2",re€N= [Z zyklisch & r € {1,2}]

n=p",r € N,p > 2 Primzahl = Z zyklisch

n=[[;_, ni,n; € N pw. teilerfremd = Z, ~ @;_, Z,,

n=[]i_,ni,n; € N pw. teilerfremd = Z} ~Z3 x .. x 7}

G, H abelsche, multiplikative Gruppen: G x H zyklisch < G, H zyklisch, (|G|, |H|) =1
7} zyklisch & (ne€ {1,2,4})V(n=p")V(n=2-p"), 3<peP,reN

G multiplikativ geschriebene Gruppe, n := |G|

-n=p,3<peP= e=¢(n)
—ne€{l,2,4} = e=¢(n)
~n=2"r>3= e=2""2+#¢(n)

e; Exponenten der Gruppen G; = e := [ey, ..., ¢,] Exponent von G := G| X ... X G,
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2.6 Carmichael-Zahlen Beispiele fiir multiplikative Funktionen
e n € N zusammengesetzt: e 0: o(n), die Teilersumme von n
a"=a modn VYaelN )
& o '=1 modn VYaeN,(an)=1 e Eulersche p-Funktion
< Karselts Kriterium: n = []{_, pi, s > 3,p; € P pw. verschieden, p; — 1jn — 1 o 7(n) := # der Teiler von n € N

& a"=a modn VaelN
e0: 0(n)=0VneN

o u € N,p; :=6u+1,py:=12u+1,p3 := 18u+ 1 Primzahlen = p;pyp3 Carmichael-Zahl

2.7 Der Miller-Rabin-Test e.: n)=nV¥neN

ec: £(0)=1,¢en)=0Vn>2
Definitionen _

)
® iy La(n)=n"

_1=9. . —
n€MN+1n-1=2-1 leN t€2N+1,a€Z: (a,n) =1 e Mébius’sche p-Funktion: rekursive Definition: u(1) =1, p(n) = — 32, 4., #(d)

e n erfiillt den Miller-Rabin-Test zur Basis a 1< b = a',(b =1 modn)V (& €

{0,..,1—1}: ¥ = —1 mod n) Sétze
e n starke Pseudoprimzahl zur Basis a :< n erfiillt den Miller-Rabin-Test e (Z,+,-) ist ein C-Vektorraum
e 1 Pseudoprimzahl zur Basisa :< a" ! =1 modn e (Z,+,x) ist ein Integrititsbereich: fiir f, g,h € Z gilt:
Sétze :;ii:j*f
e 2<peP, p—1=2"t leN, te2Ny+1, b:=a' = C(frg)rh=Fx(gxh)

(b=1 modp)V (Fi € {0,..,1—1}: ¥* = —1 mod p)
~[i9#F0= fxg#0

e G zyklische Gruppe, |G| = m,h € N = 3! (h,m) Elemente g mit g" =1
Y ppe, |G| (h,m) gty efcZ: FgeZ: frg=co f(1)£0

e n € 2N+ 1= Wahrscheinlichkeit(Miller-Rabin-Test fiir n falsch)< }

Zy ist bzgl. * eine kommutative Gruppe mit Einselement ¢.
0#feZ: [multiplikative f(n) =L f(p*™) VneN, f(1)=1
o ffge M= fxgeM

3 Zahlentheoretische Funktionen

3.1 Faltung ,
e feM\{0} = f()=1,feZ,feM
Definitionen
e zahlentheoretische Funktion: f : N — C 3.2 Mdbiusinversion
o Z:={f: f zahlentheoretische Funktion} Sitze
e f € Z streng multiplikativ :& f(m-n) = f(m)- f(n) Vm,neN o L¥tlg=¢, p=lo
e f € Z multiplikativ :& f(m-n) = f(m)- f(n) VmneN: (m,n)=1 o f[FeZ:

F(n) =3, f(d) & f(n) =34, 1n(5)F(d) Mbbius’sche Umkehrformel
o f.geZceC:

B . _ J(=1)* n Produkt von d versch. Primzahlen
(f+9):N—=>C,n— f(n)+g(n) sneM u(n){o sonst

= (f*x9): N=Cnw 3y, f(d)-9(7)

—c¢c-f:N—>Cn—c-f(n) o o(n) =34, dn(3)

e feZy={feZ: f)£0}= A fecZ: fxf=fxf=¢ e a, := # der irred. Polynome vom Grad n iiber GF'(q) : an:izd‘nqdy(%)
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3.3 Verallgemeinerung der Eulerschen p-Funktion 3.5 Wahrscheinlichkeit fiir Teilerfremdheit
Definitionen Definitionen
e a€ER: 04:=1g*Layn > Zd‘nd" e Seien g, f : R = R, g(z) > 0Vz:
e a€R: Yo 1= prta,nr >y, p(G)d - f(z) = O(g(x)),x = 00 :& J;Eg beschrinkt fiir z > zg
e Jordan’sche Veralgemeinerungen der Eulerschen ¢-Funktion: - f(z) =0(g(z)),z = 00 & lim, e % =0

a€N: gu(n) = ‘{(ll, wla) s 1<l <y (I, oy laym) = 1}‘

— f(z) ~ g(z), 7 = 00 1 & limy_,e ’;((g =1
Sitze
® 00 =T, 01 =0, Y4, %a(d) = (to *¥a)(n) = ta(n) = n*

e aeclN: s =yq

Sitze
) p(n) — 222 = O(zlogz)

ezeR" n(z)=|{peP: p<a} = W(x)Nﬁ

e ¢,,a € N hat folgende Eigenschaften:
— @, ist multiplikativ 4 Das quadratische Reziprozititsgesetz
—Vn€N: @a(n) =n*[Lnpep(l —p7¢)
= i Pald) =n°
= P #(5)d* = @a(n)

— n € N Primzahl & ¢,(n) =n* —1

4.1 Das Legendre-Symbol
Definitionen
epeP p>2,a€?:

— a quadratischer Rest mod p:< p fa, 3b€Z: a=b* modp

3.4 Die Riemann’sche Zetafunktion — a quadratischer Nichtrest mod p & p fa, Vb€ Z: aZb® mod p
Definitionen 1 falls ¢ quadratischer Rest mod p
e Riemann’sche (-Funktion: (: {s € C: R(s) > 1} 5 C,s = > 2 n* e Legendre-Symbol (]%) =40 falls plc

e g beschriinkt, zahlentheoretisch: G(s) := Zle g(n)n=* —1 falls ¢ quadratischer Nichtrest mod p

Siatze Sitze
o fe M,y f(n) absolut konvergent = 32 f(n) = [T cp Dy F(1") *peEPp>2 a0 €l:
0o _ps s\ — ay,as quad. Reste mod p = a; - ay quad. Rest mod
o C(5) = Ter X20p " = Thyen(1—p) ! b d o ! .
— a; quad. Rest mod p, ay quad. Nichtrest mod p = a;-as quad. Nichtrest mod p
M beschrankt = o p~e
*9€ eschrinkt = G(s) H”GP L o9(")p — a1, a3 quad. Nichtreste mod p = a; - az quad. Rest mod p
o Yol mwlmnt = ﬁ - {a € Z,: aquad. Rest}| =|{a € Z, : a quad. Nichtrest}| = 2!
o Zio:lug):ﬂ% ec=¢ modp= (;7):(%)

epeP,p>2acZ: Ordla)=p-—1= (%):(—1)’

e peP\(2}: () =(-1)F
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4.2 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Definitionen

enc 2N+ 1,7, = {0,951,711,..,30%-1,795%-1} : H Halbsystem mod n & H =

{(z1 xor —z1), ., (Tazs x0T — 201}

H = {hy,.., h%l} Halbsystem: {—hy, —hnz;l} komplementires Halbsystem mod n

H, H' komplementire Halbsysteme, = € Z,\{0} :
1 falls{z,z-y} CHV{z,x -y} C H'
mwr{ {o.o v} HV {z2 v}

—1 sonst

Zusammenfassung zu Zahlentheorie - SS 2004

n€2N+1, y € Z;, H Halbsystem mod n: xn(y) :=[l,cxee(y) (wohldefiniert)

m € Z,n € 2Z +1: Jacobi-Symbol () := {

r—2z
z€R,z:=|z|: R(z):=40
z—(z241) z>z+3

Sitze

0
1
z<z+§
T=z+3

Xn(m+nZ) (m,n)=1

sonst

ene2N+1,z€Z, %0 modn= z#—uzx, Zn:{O,xl,—xl,..,an-l,—xL;l}

pePp>2= {1,., ’%1} Halbsystem

ne?2N+1, ye 7, H,H Halbsysteme = [loene(®) =Tl cqee(y)

Xn : 2} — {—1,1} Homomorphismus

peP\{2}, 2 €Z;: xp(z) =1% z Quadrat in Z;

m=m' modn= (%)=(%)

/

my,mg €72, n € 2N+ 1: (H2) = (

mezZne2Z+1: (mn)=1= (

Lemma von Kronecker:

me2N+1, 0<z <= sgn(R(zm))

Quadratisches Reziprozititsgesetz: n,m € N\{1} = (ﬁ) = (—1)%("*1)('"*1)(%)

Erginzungssitze vum Reziprozititsgesetz:

neN+1= () =(-1)7, (%)—(—1);<n2n_{1 n=+l mod8

meZ, n,ng €2N+1= (

m
ninz

)= (

(EECIEED)

-1 n=43 mod8
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e ncecl,n>2,c+nl el
— n ungerade: ¢ +nZ Quadrat in Z} & (£)=1Vpe {qeP: q¢+#2, ,qn}
= 2|n,4 fn: c+nZ Quadrat in Zj, & () =1Vpe{geP: ¢#2, ,qn}

— 4|n,8 fn: ¢+ nZ Quadrat in Z¥ < (I—C)):IVpG{qE]P: q#2, ,qIn}, c=1
mod 4

8|n: ¢+nZ Quadrat in Z} & (;f):leE{qE]P: q#2, ,qIn}, c=1 mod 8

)

4.3 Primzahlen mit vorgegebenen Restklassen
e [{peP: p=-1 mod3} =00

e [{peP: p=-1 mod4}| =00

HpeP: p=1 mod4}| =0

0£acZ= [{peP: (J)=1}=oc
e [{peP: p=1 mod 3} =00

cacZaF?Vhel= [{peP: () =-1} =00

4.4 Darstellung von Primzahlen als Quadratsummen

e Lemma von Thue: p € Pye,f € N\{l},e-f >preZ= x,ycZ: (ry==zx
modp Vry=—2z modp)A(0<z<e A1<y<|)

e Satz von Lagrange: p € P\{2}: dz,y e N: p=22+¢y2 < p=1 mod 4

epeP\{2,3}: dz,yeN: p=22+3y°< p=1 mod 3

5 Diophantische Gleichungen

Eine diophantische Gleichung ist eine Gleichung f(z1, .., zx) = 0 zusammen mit der Frage
nach ganzzahligen Losungen (z1,..,2x): x; € A; CZ

Beispiel: Pythagoras

Losung nach Pythagoras: z =m, y = 1(m* - 1) 2 = {(m® + 1)
Es gibt weitere Losungen, etwa (8,5,17) ((n +2)? — n* = 4n + 4)

5.1 Lineare diophantische Gleichnugen
k
Zaixi =n, ai,.,0,T1,.,Tn €L
i=1

k i .
o > ax; =nlosbar, ay, .., ak, 21, .., Tp,n € Z S (ay,..,ax)|n
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o1, ne,a €2 ([en,al, .., [cs,a]) = [(01, ..,cs),a]

e aj,.,a, €N, neZ, Zle a;z; = n Diophantische Gleichung

—di = (a1, ..,a;),b; = dfi’_l, Zle a;z; = n losbar = Iz, .,z 0 <z < b; Vi =
wk
3

. di N
— dij = (diya;); Vi < j,bij = T;L’xl""xk’ Y1, .., Yk Losungen = 3(t;;) € Z¥*F

(3%

k
Loyi=ai+ )5ty (a?,]aj)

2. ti,j = _tj,i VZ,_] (:> tl’l = 0)

3.0<t;<gh V2<i<j<k

o ay,.,ap,n € N: (ar,..,a,) =1, b := %,VZSiSk:
n> i~ Vai—ar+1= . €N L i =n

o n= a7 + sy, a1,a3 € N,d:= (a1,a2), ay1 + agya =1, 91,42 € Z:
21,22 €Nt qyz1+agzo =n& e:= L%dj + L%J >0 = Tgenaue+1 verschiedene
Losungen 21, 23 € Ny

5.2 Hindernisse

In bestimmten Féllen kann man sofort ausschliefien, dass eine diophantische Gleichung eine
Losung hat.

1. Hat eine Gleichung keine reelle Losung, so auch keine ganzzahlige Losung. Zum Beispiel:
22+ay+y?+1=0,daz®+y?> -2y >0y|Vz,y € R

2. Mit dem Zwischenwertsatz kann man abschéitzen, wo Losungen liegen. Liegen sie zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Zahlen, so kann es keine ganzzahlige Losung geben.
Zum Beispiel:
flz) =323 +522 -1, f(-2) <0< f(-1), f(0) <0< f(1)

3. Hat eine Gleichung mod n keine Losung, so hat sie auch keine ganzzahlige Losung. Die
Modulorechnung vereinfacht viele Aufgaben. Zum Beispiel:
2?2 — 4> =2 mod 4 hat keine Losung = 72 + 3y? — 23242 = 0 hat keine Losung in Z

Zu 3.: Die Umkehrung gilt allerdings nicht! Etwa: z* — 2y2 hat keine rationalen Losungen,

z* — 2y? = 17 mod n besitzt aber Vn > 2 eine Losung (Reinhardt).

5.3 Pell’sche Gleichungen
Definitionen

e Pell’sche Gleichung: Diophantische Gleichung z? — Dy? = 1 mit D € Z

e u+ vv/D Pell’sche Einheit :<> (u,v) 16st die Pell’sche Gleichung
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Sitze

e Dirichlet’scher Approximationssatz:

a€RteEN= Ja,y€Z: 1<y<t, lay—2|< =

1
e a e R\Q= [{(z,9) €2%: (z,y) =1 ]o—ay| < ;}[ =00
e D€ N kein Quadrat = |{(z,y) € N: (z,y) =1,]|22 — Dy?| < 1+ 2VD}| = o0
e D € N kein Quadrat = (z,y) e Nyy#0: 22 — Dy’ =1

5.4 Link zur Algebra
Betrachte den Ring Z(v/D):

e Dc{0,1} = Z(VD)=2

e D=n?D'= 7Z(VD) =7(V/D)

* Q(z(VD)) =Q(D)

° Ath(@) ={id, "}, a+ WD =a—-bvD
‘Im Folgenden sei D ¢ {0,1} quadratfrei. ‘

Definitionen
e w € Z(vD): Norm N(w) : Z(vV'D) = Z, ws w - @

e a,b e {r,y e N?: 22 — Dy? = 1} Minimallésung :& b minimal

Sétze
e w Einheit von Z(vD) & w € Z(v/D) : |N(w)| =1
e C € N quadratfrei = |{(z,y) € Z2: 22— Cy? =1} =00

T

a,b Minimallésung von 22 — Dy? = 1,w := a+byD = z =242 4 = “’;;% ,meN
alle Lésung z,y > 0 von 22 — Dy? =1

a,b Losung von 22— Dy?® = 1, s,t Losung von 22— Dy® = g = (a+bv/D)"(s+t—vD) =
u+vVD, neN liefert Losung u,v von 22 — Dy’ =g

5.5 Allgemeine quadratische Gleichungen

0= f(z,y) = coo + 2c1T + 2c2y + 112> + cay® + 2107y
1
& (1 z y) Clz| =0,cj:=cy allgemeinequadratischeGleichung
)
Im Folgenden sei det(C') # 0. |

Mit d := cfz — 11629, | 1= €19 — CaC11, M = CgaC11 — Cg1C12 unterscheidet man dan die
folgenden Fille:
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1.d=0
= C11 ;é 0V [&)) # 0 (da detC # 0), o.E. C11 ;é 0
= drs€Z: f(z,y) =0%& (cor +cnz+cy)>=r+sy
r mod s kein Quadrat = nicht 16sbar
r mod s Quadrat, 22 =7 mod s = Lése co1 + 112 + cioy = 2
lt')sbar, falls Cn‘(Z — Co1 — Clzy)
Falls z diese Eigenschaft erfiillt, so auch 2’ mit ¢1s|2’

2. d#0,c1=cp=0
flz,y) =0 & 2(dx —1)(dy — m) = cy3det(C)
Es gibt nur endlich viele Losungen.

3. d 75 0, C11 7é 0
flz,y) =0 & (dy —m)? — d(cor + c11z + €12y)? = —cppdet(C)
Lose also u? — dv? = g := —cy1det(C) mit Hilfsproblem z? — dy? = 1
Lose u = dy — m, v = co1 + c112 + 12y

Satz:
Sei det(C') # 0 und d kein Quadrat. Dann gilt:

flz,y) =0 & (dy—m)® —d(co +cnz + cray)? = —ciidet(C)

und es lassen sich unendlich viele Lésungen konstruieren.

6 Entwicklung reeller Zahlen

6.1 Die g-adische Entwicklung

’Im Folgenden sei g € ]N\{2}|

Definitionen

® ay..ajag g-adische Darstellung von n € Ny & k = |_10gg n|, n = Zf:(]a

{07 g 1}

o ¥ a4, k= [log, n| g-adische Quersumme von 7
o >F o(~1)a;, k = |log,n] alternierende g-adische Quersumme von n

o= Zisz a;9°%, a; € {0,..,g — 1} g-adische Darstellung von r € R

o r = Zblaig’i periodisch, p € IN minimal mit der Eigenschaft : 9l € Ny :

aiyp Vi > 1+ 1, | minimal
— p Periodenlénge, | Vorperiodenlinge
— | = 0: r reinperiodisch

— | > 0: r gemischperiodisch

Definitionen
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e neNg= a; €{0,1,..,9—1}: ":Zizoaigi

i’ mit a; € {0,..,g — 1}.

[dIn < d|ao]
[din & d| X ai]
[dn & /3 y(-1)ial

e Sein=3" ag mita;€{0,.,9-1}

= dlg” - 1VieN

= n=(ag+ aig) + (az + azg) + .. mod d
g* = (-1) mod d

—d|(¢>+1) = n=(a+ag) — (a2 +azg) £ ... modd

[dln < d teilt die (bei — alternierende) “Quersumme” von n in

Péackchen der Liange s]

egeN\{1}, 7eR: 0<r<l= A ¥ ag'=rae{l.g-1} {ai: a; #
e geN\{1}, 0<r=3,a97' <1:7€Q®& FLpeN: a;=a;, Vi 21 +1

=% (a,0) =1, b=10b*-V, b* groBter Teiler von b, der teilerfremd zu g ist = p =
Ordnung von g in Zj, = kleinste Zahl s mit b*|¢g* — 1, | = kleiste Zahl s mit ¥'|g*®

6.2 Kettenbruchdarstellung

0sn €ER, a; > 1Vi > 1: [ag] := aq, [ao; a1, .., 0n] := ag + [‘“’;

a2, ;an]

a,] endlicher Kettenbruch :& ay € Z, a; € NVi > 1

® a9 € Z,(aj)jen CIN: A; :=lag; ai, .., a;] i-ter Ndherungsbruch von [ag; a1, as, ..|

i—00

e 7 = [ag; aj, az, ..] unendlicher Kettenbruch :& A; ——r

e ay€Z,a; € NVie N = |ag;ai,..,a,] € Q
e g€ Q= agay,..,an)=¢q: [n>1= a, >1]

e Seien fir i > 0p;,qs € Z: ¢ > 1, (pi,q) = 1, [ag;a1,..,a;] = & und setze p_; :=
1, ¢, := 0. Dann gilt fiir ¢ > 1:

qi

= Pi = @iPi-1 + Pi—2, Qi = Qigi-1 + G2

= lag;ar,..,a;1,7] =

TPi—1+Pi—2
rqi—1+qi—2
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- Pic1Gi — Pigi-1 = (—1)*

e (a;); Folge, A; = [ag; a1, .., a4

—a; >

A A= A= G
— A< Ay <As<., <As<A3< A
- 4, 2% 5eR\Q

e rc R\Q = I [ag;a,as,.]=r
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